
谐波齿轮传动中分析啮合几何学

的图解解析法
★

文中导 出了柔轮齿上的点相对刚轮齿的运动轨迹方程式
。

按照 柔轮和刚轮齿 形

的 相对位置 确定 了同时啮合的齿数

在 � � � �年于美国取得专利权的谐波齿轮

传动中
,

建议使用直线齿形
。

同时齿的侧面

和轴线之间的角度决定于波数
,

对两波传动

的刚轮等于��
“

��
尸 。

而对三波传动等于��
“ 。

这种建议基于两种情况
�

第一
,

在平面

座标系中柔轮的弹性线图形在特 定 的 区 段

�工作区段 � 上
,

实际上同 直 线 重 合
。

第

二
,

在整个啮合阶段中柔轮齿形相对刚轮齿

以恒定的角速度旋转
。

如果在大传动比时
,

第一种情况不引入很大的误差的话
,

那么
,

根据第二种情况可以作出关于啮合几何学的

错误结论
。

目前
,

提出了很多关于谐波传动发生器

和原理图的结构的建议
。

但是
,

由于没有啮

合几何学的分析方法
,

所以都不能说明它们

的优越性
。

这里所提出的方法是基于求得一

个齿轮齿上的点相对另个齿轮齿的轨迹方程

式
。

此时
,

谐波传动被看作是具有柔性联系

的周转凸轮一齿轮传动中的一种
。

图 � 给出了一般的传动原理图卜
�� 。

轮 �

是刚性的
,

轮
� 是柔性的

。

柔轮的形状决定

于凸轮 � 的形状
。

为了减小摩擦
,

在凸轮和

柔轮之间配置有滚动体
。

当刚轮 � 不动和凸

轮顺时针旋转时
,

则沿刚轮滚动的柔轮
� 将

反时针旋转
。

今给整个系统以角速度旋转
,

使该角速

度同凸轮的角速度大小相等方向相反
。

在这

图 �

个转换系统中凸轮是不动的
,

而柔轮和刚轮

则反时针旋转
。

当假想凸轮不动时
,

则从轮 � 到轮 �的传

动比是
�

� � 。 一 � ‘
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�
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在此方程式中取
� 。 � � 或 � 。 � � ,

则可

得到刚轮或柔轮不动时的谐波传 动 的 传 动

卜匕
�
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程式 �图 � � 可以提 出下列形式
。
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式中
,

�
、

一少 吸� 少
汀

�� �

式中
,

。 。 , 。 。 , 。 �

—
相应的柔轮

,

刚轮和凸

轮的转数
�

�
。 ,

�
。
�。

。 , � 。
�

—
相应的柔 轮 和 刚 轮

的分 度 圆 直 径 �齿

数 � �

�

—
刚轮和柔轮的分度圆直径之差

。

为了分析啮合几何学
,

这里列出了相对

运动中的� 和月点的轨迹方程式 �当凸轮不

动时 �
。

动座标系� � � 与轮 � 一起旋转
。

� �

轴与刚轮齿的轴线重合
。

取� 点位于中性层

上
,
� 点位于分度圆上

,

齿轴线� � 与柔轮

断面重合 �图 � � 并位于中性层的法线上
。

当刚轮旋转职
。

角时
,

柔轮齿轴线旋转 甲

角
,

由�
�
且 ,
位置过渡到� � 位置

,

并与向

径 �
�构成召角

。

在动座标系 � � � 中
,

� 点的座标可用

方程式写出 �图 � �
�

·

� � � � � ��� △中

犷 二 � �二 � �  △甲 � � �

对 � 点
�

尤
才 二 � � � �� 月 � ��� △ 甲 一妇

� � � �
。
一 �� 刁

— 中性层圆的直

径
。

由图 � 可以看出
,

柔轮和刚轮的齿轴线

之间的角度等于
�

△切 二 甲 一 甲。
� � �

图 �

�
, � � � 十 � 左 �� �� △甲 一川

�� �

� � 的大小在设计时根据柔轮弯曲强度

条件确定
,

向径的大小由柔轮中性层的方程

式求得
。

在极座标系中这个方程式的一般形

式表达为
�

� 二 �
� �甲� �� �

具体的表达式决定于凸轮的形状 �图 � �
。

例如
,

以提摩申柯解法为基础
,

在 两 个 力

�滚子 � 作用下变形时
,

光滑环的中性层方

今通过 沪角来表示切 ,

角
。

在图 � 上用点
�

划线来表示刚轮的分度圆 �直径�
。
� 和没变

形柔轮的中性层圆�直径� 户
。

在相对运动中
,

当刚轮转过 甲 。

角时
,

则没变形 柔 轮 上 的

�
� 产

点转过沪
。 尸

角并处于�
�

位置
。

用转角来代替转数后
,

由方程式 � � �

可得到
�
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但是
,

柔轮是变形的
,

因而 �
�

点移到

� 点
,

该点的位置用两段弧长相 等 来 确定
�假定在载荷作用下柔轮沿圆周的拉长可忽

略不计 �
�

�
, ,

�
二
�

�
�

或 �
�

� � � 切
。 尸 �

在载荷作用下
,

丁
� ·
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柔轮的材料 很 易 变 形
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时
,

柔轮的拉长可以在等式 � � �中用系数或

甲角的某一个最简单的函数来考虑
。

将切
。 �

代入 � � �和 � � � 中并通过柔轮分

度圆直径 �
。

来表示 �
� ,

则得
�

△ 甲 � 切 一
� �鑫

。

��
。
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。
� ��丁

““
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由微分几何学可知
,

弧长
�

丁
“一丁了

� � · �豁�
“
“切 �“’

当传动比 � 之
。

大于 �� � 时在一阶近似法

中可将根号中的第二项忽略
。

法线和向径之间的夹角由下式确定
�

� � �

� � 拼 � � 癸 �� � �

� 月

这样一来
,

按照 � � �式给定波形并由关
’

系式 �� � �和 �� � �确定△甲和 拼之后
,

就可按关

系式 � � �和 � � �求出柔轮齿轴线各点相对刚

轮齿轴线的轨迹方程式
。

同样可以求出柔轮

齿廓各点的轨迹
。

此时应该认为柔轮的齿形

同齿轴线是刚性联系的
。

这里不来 引证这些

方程式
,

因为在所叙述的基础上能够容易地

得到它们
。

对于多数的凸轮工艺形状和齿形所得到

的轨迹方程式 � � �和 � � �是复杂的
,

并且难

于解析分析
。

在这种情况下
,

可以使用下述的

图解解析法
。

给定柔轮中性层的方程式 � � �后
,

对间
·

隔 �
。

��
,

�
,

� � ,

⋯⋯到 ��
。

�的甲 值按照关系式
「

�� � �和 �� 幻来计算△ 甲和 拼 的数值
。

然后
,

按 � � �和 � � �求出� 和 � 点的各坐标值
。

继

之以很大的比例画出刚轮的齿
,

并按坐标值

画出柔轮齿轴线 �和齿形 � 的位置
。

同时将

� � 轴转移到直径�
。

的上面
,

也就是 � 二 移

动 �
�

��
。 。

所得到的图形能定性地和定量地

表征出凸轮旋转各个角度时的两个齿的啮合

状况
,

或在对应四分之一波的弧上间隔�
。

配

置的柔轮和刚轮齿的相对位置
。

图 � 图 �



图 � 表示的是当谈
。
� � ��

,

� 月 二 �
�

� �

时
,

发生器间隔 ��
。

旋转的柔轮齿相对刚轮

齿的位置
。

齿形是按推荐 〔“〕选择的
。

柔轮的

中性层是用方程式 � � �描绘的
。

该方程式符

合于用两个力作用的光滑环的拉伸
。

在图 �

上刚轮齿 �
�和柔轮齿的第五个位置画有剖面

线
。

由图可以看出
,

在整个啮合期间
,

在齿

形之间沿法线方向具有等于 � � �
�

的间隙
。

间隙 �
,

相 当于柔轮的 自由旋转 �游隙�
。

在

选择啮合游隙 �间隙 �
� � 时

,

齿只是在 切 �

� �
。

时
,

也就是在波峰处才处于啮合
。

间隙 � 存在于其余的齿之间
。

该间隙变

化于 � 到�
�

�� � �� 一模数 � 之间
。

因此
,

当齿圈用两个力来变形时
,

传动不能控制上

述那些属于它 自己的特性
。

但是
,

对于图 � 上的同一啮合参数
,

可

以找到同时啮合齿数多的凸轮工艺廓形 �图

� �
。

这里
,

间隙是在 甲 � ��  ��
。

的弧上变

化于 �
�

�� , 到 � 之间
。

因此
,

可以把谐波传动看作是具有柔性

联系的凸轮一齿轮传动
。

上述方法便于啮合

的综合
。

当给定凸轮形状和算 出柔轮齿上的

点相对刚轮的轨迹后
,

便可选择出使多对齿

处于啮合的齿形
。

也可给定齿形再选择能达到多对齿啮合

效果的柔轮的变形形状 �凸轮形状 �
。

图解解

析法同时还查明了齿的干涉
。

上述方法对任

何波数的传动都是正确的
。

同时轨迹是画在

半个波上
。
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