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摘要通过元件间局部接触表面来传递外力的组合结构应用相当广泛
,

然而由于接触问

题的非线性
,

使分析求解比较困难
。

近年来随着高速计算机的发展
,

采用有限元法分析接触

问题的文献日趋增多
。

本文利用有限元法提出一种同时包含有接触问题和弹塑性问题的非

线性结构分析方法
,

并编制了相应的计算程序
。

在处理接触问题时采用了� 。盯�提出的带

有接触条件的单纯形法
�

在处理弹塑性向题时采用了适用于小变形的全量理论 � 而编制的

计算程序同时考虑了这两类不同性质的非线性影响
,

将它们有机地组合在一起
。

为校验方

法与程序的可靠性
,

对典型� � � 沁问题作了计算
,

结果与经典解一致
。

在此基础上进而分

析了擂人式接头
,

计算表明结果是合理的
。

由此可见
,

本文提供的方法与计算程序可供今

后研究弹塑性接触问题时参考
。

引 言

许多实用结构体系中
,

元件的组合仅仅通过局部的接触表面以实现力的传递
,

如齿轮啮

合
、

轴承传动与飞行器各舱段连接区等
,

这类问题都属于接触 问题
。

在接触问题中
,

一方面

接触表面随所传递的力的大小而改变
,

进而使接触应力随之变化
,

显示了接触问题的非线性

力学特性
� 另一方面

,

接触区往往存在着应力集中现象
,

局部区域材料先进人塑性状态
,

从

而产生另一类所谓材料非线性问题
,

它的出现又会引起接触表面和接触应力的重新分布
。

因

此
,

如何综合考虑同时包含有接触 问题和弹塑性问题的结构体系很久以来一直是 力学工作者

所关心的问题之一
。

经典的弹性理论〔‘〕仅对简单形体的弹性接触问题提供了解析解
。

月
�

�
�

� � ��  证
“〕在他的

著作中系统地阐述了一些常用简单形体的弹性接触问题
,

而对局部材料进入塑性状态的接触

问题
,

仅提供了近似的简化计算方法
。

高速计算机的发展及与之配合的有限元法的出现
,

为数值分析复杂形体的弹塑性接触问

题提供了有力的工具
。

近年来
,

用有限元法解决弹性接触问题已有大量文献
,

如〔�〕
、

〔�大

〔� 〕
、

〔� 〕
,

它们从不同角度提供了一些有效的分析方法
。

值得提一下的是 �
�

�
�

� ��
� 夕在文

献 〔� 〕中指出将弹性接触问题转化成线性规划的标准形式
,

然后用带有接触条件的单纯形法

求出接触应力和刚体接近量等接触状态的参数
,

这样避免了一般采用有限元法处理接触问题

时所出现的迭代过程
,

简化了计算
。

本文在�
�
�� �提出的单纯形法基础上进而考虑材料进人塑性状态后的情况

,

这样可以比

较准确地求出各种真实结构在弹塑性接触条件下的应力分布
,

而又不致使计算过于繁琐
。

本

文提供的方法具有普遍意义
,

它既适于一般存在有弹塑性接触问题的结构分析
,

又适于单独
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存在有弹塑性问题或单独弹性接触问题的结构分析
。

所给出的公式及程序是用于平面应变模

型的
,

但不难推广到平面应力模型和一般三维空间结构中去
。

为了校验
,

应用本程序计算了

典型的汀
。 � �� 接触问题

,

井与解析解作了比较
,

证明了方法与程序的可靠性
。

然后
,

对一插

人式承力接头实例进行了应力分析
,

取得了合理的结果
。

可见
,

整个方法完全适用于工程中

所遇到的弹塑性接触问题
。

二
、

塑 性 理 论

塑性理论主要讨论二个问题
。

其一是材料在何时开始进入塑性
,

即所谓屈服准则问题
。

本文采用 �
�

� ‘� � � 准则 �见文献〔�〕�
,

也就是结构某一点处的相当应 力 � ‘

达到某一定值时

该处的材料开始进入塑性
,

这一定值可 由材料单向拉伸试验所确定的屈服极限。
�

提供
。

而相

当应力的数学表达式为

。 � ‘

�生 〔�。
二
一 二 ,

� � 十 ��
, 一 。 �

�
� 十 ��

� 一 二
二

� �〕、 � �� 呈
, 、 � �

。 � 二 �
二

� �� 一� �

丫 �

在平面应变状态下
,

上式简化为

〔� ‘ 一
护五可�不不万硬砍丁砍 �二又厂而不二乏画 �元石丁而砍 � ��一�

‘
�

因此
,
�

�

对‘� 。 � 准则可表示为
�

当。 ‘ 二 �, 。

时
,

材料进入塑性状态
, 二 ‘

� 二
。

时
,

该点仍处于

弹性状态
。

考虑到在有限元位移法计算中一旦位移分布求 出后便可按几何关系直接求出 各 单 元 应

变
,

所以采取以相当应变
。 ‘

达到某一定值 �其值可取为 �
。

� � � 来判定材料开始进入塑性状

态更为方便
,

相当应变
。‘

的数学表达式为

,
�

� 一兰〕乏一
� �� � 料�了

�·
二

一
,

�
� � �·

,

一 � � � �

一
� 么 �

普
�� “

, � � ,
·
� � ,

·

��一 � �

在平面应变状态下
,

上式简化为

毕厕气了
训 �刃诬

�

弃飞�币
一

心
雨兀

�� 一�’�

塑性理论讨论的第二个问题是材料进入塑性状态后的应力应变关系
。

目前有两种比较成

熟的理论
,

即增量理论 �流动理论� 和全量理论 �变形理论� 来分别表达应力应变关系
,

许

多文献 �例如〔� 〕
、

〔� 〕
、

〔� 〕
、

〔� �〕� 对这两种理论作了详细介绍并加以评述
,

这里不再赘

述
。

由于全量理论公式简单
,

使用方便
,

尤其适用于附有接触问题的迭代形式
,

所以本文首

先考虑采用全量理论
。

我们也注意到
,

应用全量理论对于外加载荷有一定的限制
,

这就是所

谓的 “
简单加载条件

” �� 〕。

由于接触区应力变化呈非线性
,

这样
,

接触问题显然 是 不 满 足
“
简单加载条件

” 。

但是
,

正如李敏华
、

王仁在总结塑性应力应变关系的理 论 时 指 出��� 〕‘

“很多人的实验证明
,

在离开简单加载相当大的范围的复杂加载和在变形相当大的情况下
,

变形理论仍可适用
。”
杨南生也指出州

、� “对于加载过程中应力分量无一减少的复杂加载
,

在

变形的塑性程度较小时应用变形理论没有明显的误差
。 戈,

考虑到在接触间题中加载过程是满

足诸应力分量无一减少的条件
,

而这时塑性区又被周围的弹性区所包围
,

其塑性程度一般不
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会很大
,

所以我们认为采用全量理论不会带来很大误差
。

作为本文的续篇
,

我们将采用增量

理论研究弹塑性接触问题
。

全量理论的应力应变关系为 �见〔� �〕�

�刃
上气生

�

�
� 产�

�

��一 � �

式中�。
’

�
、

�
。‘

�分别代表应 力偏量和应变偏量的列矢量
。

而 �
。 �

为进人塑性后偏分量的变形

关系中的相当弹性模量
。

一旦某一单元的应力状态 �或应变状态� 确定之后便可由 �� 一 ��

式 �或 �� 一�� 式� 求 出相当应力二 ‘
�或相当应变气 �

。

在这里顺便指出
,

对进入 塑 性 的

单元在应用 � � 一 � � 或 � � 一 � � 式时其材料的泊桑比应取为、
‘, ,

其值应为介于 , � 与�
�

�

之间的某个值
,

可按以下公式

� , , 一 。
�

� 一 �。
�

� 一 , , �

令 ��一� �

取定
。

当� ‘

或
。 ‘

求出后
,

按材料的单向拉伸试验的。一
。
曲线便可求出 �

� �见图 � �
。

这里 �
�

为
一

材料进人塑性

后的相当弹性模量
,

由于其中包含有球形分量的变形关

系
,

所以必须从中剔除才能求得 �
。 � ,

其关系式为
气

� 了
�

� � 一 � 拜

�
产 �

��一� �

吸

全量理论的基本公式除 � � 一 � � 式外还有

—乙
�一乒�己 。 �

� 一 � 拜
� 一硬一 � � �一� � 。

以

式中
。 。 , 、

二
。 ,

分别表示平均应力和平均应变
。

由应 力
、

应变 的偏量和球量的定义
,

可将 �� 一 �� 式改写成

图 �

�
“ “ ’

� �
仃

‘ ’

�
�
“ ‘ ’

� �
� ‘ ’

�
�口 �

�
卫
是止

�

� �
·
�
一

�了
’

⋯
� · �狡

” ’

�
�

“

� �
”

�
�
。

� �
�

⋯
狡 � 少

、 � �

将 �� 一 �� 式代入
,

经整理后
,

上式便可化为

“ 〔� 〕,

�
。
� � �一� �

了 , � 丁 � 二

〕

�
。

� 〔�
二
。 , 仃

� 二 二 ,

� 〔己
二 ￡ , ￡ �

〕
, 二 , 下 , �

夕
� �

〕

一 �� 一



����
�

��
��
�

���
�

���八��“
�八�,一

�
了二 二 一� 十
� �� 一 � 召�

� �
。 ,

�

�

� � � 一 �召�

��
。 产

�

� �� 刀 ,

� � � 一 � 拌� � � �

百

不万丁那� 十
� � 。 ,

�

�

� � � 一 �拜�

�

获�二厄�巧 �

〔� 〕
, �

粤
。 。

半
。 。

粤
�� 。 ,

�

� � �

�

� � 一 � �

称 � � 一 � � 式为弹塑性矩阵
,

它相当于在弹性状态下的弹性矩阵〔� 〕
,

代表了在塑性状态

下的应力应变关系
。

由于 � � 一 � � 式中各元素包含有相当弹性模量 �
。 � ,

而 �
刀 产

在整个塑

性变形阶段中不再是常数
,

而与当时的应力水平有关
,

所以说塑性状态下的应力应变关系不

再是线性的
。

在平面应变状态下弹塑性矩阵表达式为

�
二, 丁丁一一代丁一二 �

� �� 一 �月�

� �
� ,

�

� � �
。 ,

百百丁乏不�
�
一百一

�

� � � 一 � 拌�

� � 。 ,

十

—
,

� �一 � 产 �

称 �� 。 ,

�

一一尸
��
�

�
户��

对于小变形情况
,

几何矩阵〔� 〕仍成立
。

这样
,

一旦〔� 〕
,

确定
,

其它的计算步骤完 全

与弹性状态下的有限元法步骤相同
,

不再在这里赘述
。

三
、

接 触 理 论

接触理论是研究物体之间通过接触而实现力的传递的现象
。

具体来说
,

在已知初始接触

状态的条件下
,

对接触体系施加一定外载荷
,

计算接触面的大小
、

接触应力的分布 �包括法向

正压力和切向摩擦力 � 和刚体接近量等参数
。

为简化计算
,

本文只考虑平面应变状态的两个接触物体 口
,

和口
� ,

在单一方 向 外 载 荷

�法向表面载荷� 作用下
,

产生法向接触应力的情况
,

如图 � 一 � 所示
。

同时采 用 下 述 假

设
�

�
�

接触物体的材料是各向同性的
。

�
�

变形是微小的
,

并且接触点对在变形过程中
,

上下始终一一相对应
。

�
�

接触表面光滑
,

�

且具有一阶连续导数
。
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�
�

忽略切向摩擦
。

�
�

单调加载条件
,

即加载过程中无卸载情况
。

在初始接触区及其周围 �合称可能接触区� 将接触体口
, 、

口
�

离散化成接触 点对 �如图

� 一 � 上点 �
、

�
、

⋯⋯� �
,

这样
,

由于外载作用在接触区上产生的分布压力可用离散的节

点接触力来代替
。

可能接触区的任一点对 �在变形后必须满足以下接触条件
,

即其弹塑性变

形和初始距离之和必须大于或等于刚体接近量 �见图 � �
。

� �终了位盆

�� 走州冶位爱
“ � 人

⋯
甘 心人

见 � 起始位发贝�

乡��公了��
��
���

�,O

图 2 图 3

其数学表达式为

￡ * = ￡。 *
+ u : 。 一 u Z , 一 a

( 3 一 1 )

式中
, : 。 ,

是k点对的初始间距
; 。 , * 、

u : *

分别是各物体k点的弹塑性位移
; a 是刚体接近量

;

:。
则是物体刚体位移和弹塑性变形后k点对的间距

,

它当然必须大于等于零
。

将全部可能接

触点对的( 3 一 1 )式写成矩阵形式
,

则为

{。 }
=
{
。。

}
+

{

。 ,

}
一
{
。 :

}
一 a

{
e
} ( 3 一1

产
)

式中{
e
}为单位列矢量

。

由矩阵位移法原理可知

{
2‘」

}

= 〔F
,

〕{R
,

}

{
u Z

}
= 〔F :〕{R

:
}

式中〔F
, 〕

、

〔F
Z
〕为口

, 、

口
2
对应于可能接触节点的柔度矩阵

,

它是由材料的性质决定的
,

可

以从表征材料应力水平的相当总刚阵求逆得到
;
{R
:
}
、

{
R

Z

} 则为接触节点力
,

并有{R
,

}

二

一
{ R

:
}

,

若以口
, 为基准

,

记 {R
,

}

=

{
R

}

,

〔F
,

〕+ 〔F
Z
〕= 〔F 〕

,

则 ( 3 一i
产
) 式可改写作

为典型的接触问题的位移协调方程
,

即

{:}
= {:

。

}
+ 〔F 〕{R }

一 a
{
e
} ( 3 一 2 )

作用在各分散点上的力R
,

(k
二 1

,
2

,

⋯ ⋯n) 的总和必须等于法向外载荷尸
。

所以平衡条件

可以写作

乙R
*= j, ( 3 一3)



同时
,

对可能接触区各韦点来说
,

只有接触时才存在接触力
。

即

尸
。
) o ( 当。 , 一 0 时)

{

R *二 0 (当。‘
>

0 时)
(3一 4)

一般称( 3一D 式为接触准则
。

这样
,

接触问题就是求一组解 ({R }
、
a

、

{

:

} )

,

使它满足上述条件 (即 (3 一2)
、

(3 一 3)
、

(3 一4式)
,

或改写为

连续条件

平衡条件

接触准则

一 〔F 〕{R } + a {
e
} 十〔I〕{

:
}
二
{
: 。

}

{
e
}

,

{
R }

=
I

〕

非负性约束

l已*讼 0 (当。 * = 0 时)

R * = 0 (当:
*
> 0 时)

R *乡 0 , ￡ *多 0 ,
a

)
0

{

( 凡= 1
,

2
,
· ‘ ’ ‘ ’ ‘

n ’
(3一5)

文献〔6 〕详细介绍了 (3 一5) 式用单纯形法求解的过程
,

其实质也就是按文献〔13〕提供的解一

般线性规划的计算方案和流程进行
,

只是在判定进入基底的条件中增加 (3 一4) 式的接触准

则
,

在此不再赘述
。

四
、

弹塑性接触问题

对于弹塑性问题一般采用非线性数值方法求解
,

即把非线性问题化作一系列线性的近似

计算
,

不断迭代以逼近真实解
。

文献 〔14〕
、

〔15〕
、

〔16〕 给出了各种迭代方案
。

为了配合全量

理论
,

本文采用割线刚度迭代法
,

即在每次迭代过程中
,

均加以全部外载荷
,

按当时各单元

达到的应力水平来确定其材料性质 (弹性或塑性)
,

即求出对应的弹性或弹塑性矩阵和刚度

矩阵
,

组合成总体刚度矩阵
,

求出本次迭代过程所得的位移及应力分布
,

以作为下一次迭代

的初始数据 (第一次迭代所需 的 初 始 数据可按全部是弹性单元计算而得)
。

有关 公 式 如

下
:

单元刚度矩阵

〔K 〕
‘ 二

J

。

〔B 〕
·

〔D 〕
,

〔B 〕d 。 ( 塑性单元 )

〔K 〕
。

=

了
。

〔B 〕
·

〔功 〔B 〕d · (弹性单元 )
(4一1)

单元应变列阵

{
。
}

‘
= 〔B 〕{

:‘
}

’

(
4 一2)

单元应力列阵

{J“
= 〔D 〕

·

{

“
’“ 塑性单元’

}

{。 }二〔D 〕{
。
}

‘

( 弹性单元 ) )
(4一3)

对于弹性接触问题
,

非线性性质局限于接触区附近
。

采用线性规划的单纯形法实质上是

对各极点进行选择以找到满足接触条件的一组接触参数的迭代过程
。

由于材料性态不发生变
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化
,

所以调用一次单纯形法即可求得所要求的解答
。

对于弹塑性接触间题
,

求解过程要繁琐得多
。

我们知道
,

在外载一定条件下
,

只有当各

单元的材料性态一定时 (即柔度矩阵为定值) 才有唯一的一组与之相对应的接触参数
。

当局

部材料进入塑性后
,

性态发生改变
,

反过来又影响到接触区的应力分布和各单元 的 应 力 状

态
,
从而使某些单元的材料性态进一步发生变化

,

所以需要对接触状态和材料性态进行双重

迭代
。

有效地组织好这双重迭代的次序对提高计算效率
,

节省机时会产生很大的影响
。

我们所

采用的基本计算流程框图如下
,

这是以割线刚度法为基础而编制的
。

计算表明当进人塑性的

程度不大时这一方法比较有效
,

一般在迭代 6 次以下便可达到 1% 的误差精度要求
。

当进人

塑性的程度较大时这种方法收敛太慢
,

可采用该文所介绍的
“
改进的割线刚度法

”
来加快其

收敛速度
,

或对原基本计算流程稍作修改而采用
“
初应力法

” ,

即可大为节省机时
。

我们按

以下基本流程框 图编制了相 应的计算程序
,

采用 F O R T R 刀N 一 W 语言
,

适用于 F E L IX

划分纲格及

—
一
~)

确定各单元材料性态
,

对塑性单元按当时应力水平求

出弹塑性矩阵 〔D 〕 ,
( 第一次迭代全部按弹性计算)

上
〔
}

{

分别计算各单
毛哗竺艳翌

性 , 刚阵
,

并组合成总刚

工

求 柔 度 矩 阵

工

利用带有接触条件的单纯形法求出接触节点力
,

刚体

接近量等

以接触力作为外载荷
,

利用有限元法求出节点位移

由节点位移分别求出各单元应变及应 力 (弹 性 或 塑

性)

丰

一< ha
次结果比较

,

位移 (或“‘) 达到精度要求否

> 门
是

中

l三王4



一256机
。

五
、

计 算 例 题

两圆柱体接触问题 (H er tz 问题 )

为了校核提供的方法和计算程序的正确性
,

首先计算了两个柱体的接触问题 (图 4 )
。

各原始参数取值如下
:
半径R

, =
R

: 二
R

= 1毫米
,

外载荷 尸 二
10 公斤/毫米

,

材料均为钢
,

其弹性模量E
= 2040。公斤/毫米

“,

屈服限a
: = 85公斤 /毫米

“ ,

强度限 。 。 =
1
00 公斤/毫米

2 ,

最大延伸率 d 二 。
.
1 2 ,

应力应变曲线采用双线性形式
。

认为圆柱体呈平面应变受力状态
。

考虑到对称性可取 1/4柱体
。

划分成三角形单元
,

计

有 61 个单元
,

4 4 个节点 (如图 5 所示)
。

接触节点对数
, = 9 ( 图上标出的节点1一5)

。

尸f

凡

\\\\\
\\\ \\\

\\\\\ \\\

丫丫丫
一

\\\

权权权

对区放人旧

图 4 图 5

首先
,

令全部单元处于弹性状态
,

将上述数据按规定格式作为原始数据进行运算
,

求 出

了接触区宽度
、

接触压力及接触区应力的分布
,

并与理论解进行比较 (见表 1及图 6 )
,

可

见结果与H er tz 理论解十分接近
。

表1

最大接触压力
q ,

( 公斤/毫米
“
)

接触区宽度
b (毫米)

刚体接近量
a (毫米)

析 解

算 结 果

266

267

0.0239 0 。

0 0
2

7
0

0

.

0 2 3 5 0

.

0
0 2

3
7

弹 计解性

弹塑性计算结果 0 。

0
0 2 5 7

其中刚体接近量的解析解按〔17 〕给出的公式求得
,

其余解析解按〔1 〕给出
的公式求得

然后
,

考虑材料进人塑性状态后的情况
。

图 6 上的带
“
o), 虚线给出了进行塑性迭代后接

触压 力分布和接触区应力分布变化情况
,

图 7 则给出了由于考虑材料进入塑性状态后应力分
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飞
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1
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与
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、卜

献
X

\\l\

/z、\\\\

改盯
-

—
弹性戎奋鲜

攘触元力分怖
司‘~ 一

侧
. 一

, O

- -
O

~

术程序捧性解
冲切民乎塑性样

‘
乡

,

接触民应力分呼 y屯庆

图 6

留

l咫 (任~
)

(氏 ) 琴性锌
(b) 塑性解

图 7

布 (这里为相当应力 a
‘
) 和塑性区的 变 化情况

。

由图可见当考虑材料塑性之后其塑性区稍

有扩大而其最大应力则被均匀化了
。

所以说其塑性区域的分布及其增长过程均属合理
。

上述

计算的精度要求为两次迭代位移结果最大误差不超过 1%
。

在材料进人塑性后迭代 7 次便得

到了满意结果 (每次迭代需55 秒左右)
。

综合本例题计算结果可以看出
,

应用本程序进行弹性接触计算结果正确
,

考虑塑性后迭

代过程收敛性好
,

消费机时较少
,

结果合理
。

由 此 可见
,

本文提供的方法与程序能满足一

般工程上弹塑性接触问题的需要
。
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