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一
、

�� 言

飞轮是卫星姿态控制的执行机构
。

设计要求飞轮经受各种环境考验
,

保证它在运输
、

发

射及运行中安全可靠
。

同时还要求尽量减轻它的重量
。

所以
,

对飞轮进行振动
,

冲击和应力

分析
,

就成了研制飞轮过程中的重要一环
。

解决这些力学问题
,

过去采用材料力学和弹性力学中的解析解
,

但只局限于形状简单的

构件如杆
、

梁
、

轴和壳等问题
。

而实际工程中的大部分构件
、

其几何形状和边界条件要复杂

得多
。

材料力学和弹性力学的古典解析解仍就无法满足
。

有限单元法是一种有效的近似的数

值解法
,

它把连续弹性体看作有限个单元的集合体
。

通过对各单元的特性分析后
、

再考虑每

个单元在整体结构中相互联系的特征
,

这样就能比较方便地计算出构件各处的位移及应力
。

为了使计算尽可能地符合实际状态
,

往往把构件的单元划分得适当的小
。

但由此建立起来的

平衡方程组将是一个高阶的线性代数方程组
。

解这样的高阶方程组是十分繁重的工作
,

用一

般的计算工具是无法完成的
。

电子计算机的应用可以使得这样繁重的计算工作及时获得所需

的结果
。

有限单元法与电子计算机结合解决实际工程问题
,

已经得到广泛的应用
,

成为弹性

力学问题数值解的有效手段
。

�� �程序 �� � � � � � � � � � � � � � �� � �� �  � � � � 是为了分析线性结构系 统 静

力和动力问题的通用有限元计算程序
,

它是美国加利福尼亚大学伯 克 利 分 校 的 � �� � �  

��  ! ∀ #� � �  ! ∀� 等人领导下发展起来的
。

根据国际有限元会议上的调 查
,
�� �程序

被列为全世界用得最多的十几个有限元程序之一
。

我国经多年来的考核
,

证明其结果是可靠

的
。

在飞轮的计算中
,

我们直接运用了�� � � 程序
。

先后计算了
�

�
�

飞轮的自振频率及振型
�

�
�

飞轮在�叱冲击下的动力响应
。

�
�

飞轮在� �� 过载情况下的应力及位移
。

二
、

计算机采用的工作状况

每个卫星上
,

用于姿态控制的飞轮共有三个
,

结构完全相同
,

分别安装在互相垂直的俯

仰轴
,

偏航轴和翻滚轴上
。

在轨道上运行的卫星所受的载荷是很小的
。

在发射过程中卫星所

受的力最大
。

由于飞轮轴线方向的刚度比径向的刚度弱得多
,

所以飞轮轴线与发射方向一致

的
,

即装在翻滚轴上的飞轮应力最大
。

所以
,

我们在计算中施加的载荷方向都在飞轮轴线的

方向
。

载荷工作状况分别为 �� �冲击和� �� 过载
。
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三
、

飞轮的自振频率及振型
、

� � �冲击下的动力响应

�一 � 计算图单元的划分和节点编号用有限单元法解决实际工程构件

第一步就是将连续体离散为单元组合体
。

首先要画计算图
。

为了简化计算
,

节省计算机

的存储量
,

节省计算计的机时
,

要考虑结构与载荷的对称性
。

凡是结构形状对称
,

载荷对称

的构件
,

可以沿对称轴线切开
,

只计算其中的一部分
。

对飞轮而言
, 因为结构是对称的

,

载

荷是自身的惯性力
,

所以也是对称的
。

这样就可沿着轮辐的中心线
,

将飞轮切成对称的两半
。

�

对称轴上节点位移在与对称轴垂直的方向上的分量应为零
。

如图 � � � � 所示
,

在 进行 飞

轮静力计算时
,

就只需要计算一半
。

画计算图还要考虑构件的厚度与材料
。

由于单元的应力

矩阵
,

刚度矩阵与节点载荷列阵
,

都是在厚度与材料于单元内不变的情况下推导出来的
。

即

同一单元内的厚度 �
、

弹性模量 � 和泊松系数 拼以及比重 �等都是常量
。

另外
,

厚度或材料

的突变必须伴随应力的突变
,
而这样突变不可能在一个

单元中得到反映
,

只可能在不同的单元中得到一定程度

的反映
。

所以在画计算图时
,

若整个构件的厚度与材料

都不变
,

则画出构件的外形图即可
�
若构件具有不同的

厚度
,

或者 由几种材料组合成
,

那末除了画 出 外 形 图

外
,

还要画出不同厚度和不同材料的分界线
。

按厚度材

料把单元分成不同的批数
。

对飞轮这个构件而言
,

我们

目前的模型
,

采用的是整体式
,

即同一种材料
。

但是
、

轮缘
、

轮辐和轮毅的尺寸各不相同
。

所以划分单元时应

分成三批
。

图 � 飞轮

如上所述
、

这次飞轮的计算
,

采用两种工作状况
。

尽管计算静力时
,

由于对称的缘故
、

计算半个飞轮就行
。

考虑到节点数据及单元数据要在两个计算中通用
,

以减少数据输入的麻

烦
。

最后决定二个计算都采用同样的整体计算图
。

为了使节点坐标的信息填写和卡片穿孔简单
,

少出错误
。

选择一个合理的坐标系也是很

重要的
。

根据飞轮结构对称的特点
、

选择飞轮旋转的轴线为 � 轴
,

与旋转轴 垂直的平 面 为

� � �平面
。

按照飞轮结构的特点
,

在� � �程序的十种单元类型 中
,

我们可选用 � 一�� 节点 三 维 单

元
。

这种单元的节点数可 由 � � � 之间任意变化
,

从而提高计算精度
。

载荷包括面力
,

静水

压力
,

温度力和加速度力等
。

一次可以最多输出包括�� 个节点和六个方面中心中的任意七个

位置上的应力
。

单元的多少要根据计算精度的要求和计算机容量来确定
。

从有限元法本身来说
,

单元越

多越小
,

计算结果越精确
。

但同时计算所用的机时也就越长
,

而且有可能超出计算 机
’

的容

量
。

所以应在计算机容量范围内
,

根据所要求的精度
,

来决定单元的多少
。

对于具有不同厚

度组成的构件
,

应将同一批的分界线作为单元的分界线
。

在划分单元时要注意使一个单元中

的多边长度不应相差过大
,

以避免计算中出现过大的误差
,

一般的经验是最大和最小的边长

比不超过� � �
。

由于总体刚度矩阵是由节点平衡方程而形成的
,

而建立节点平衡方程 时要

把围绕该节点所有单元对它的节点力考虑进去
。

所以任一单元的节点
,

必须同时也是相邻单

元的节点
。

参照上述原则把飞轮划分成 �� 个单元
。

由于飞轮的对称性
,

六根轮辐的应力分布



是一样的
,

四根不需求应力的轮辐
,

将整根作为一个单元
。

节点编号时
,

主要考虑尽量减少计算机的存贮量
,

存贮量取决于总体刚度阵各行的半带

宽
,

而半带宽又取决于节点的编号
。

合理的结点编号使带宽变窄
,

节省存贮量
,

缩短计算机

时
。

编号时要使所有相邻点之间的编号相差最小
。

一般来说沿结构尺寸较小的方向排列编号

比较合理
。

但实际上
,

人工输人和自动生成的节点编号往往会形成较大的带宽
,

对计算时间

和存贮的占用来说都不大合理
。

�� � � 程序中有节点带宽优化处理
,

输人节点 编 号以后
,

若给了优化控制讯息
,

则程序就 自动根据节点和单元讯息
,

将节点重新编号
,

使带宽相对最
�

水
,

井可将却日节点编号都打印出来
。

所以用�� �
一

� 程序计算昧
一

节点编 号可任意 规定
,

只要便于人工检查数据就行
。

并在程序中给予优化信息
。

在本计算的打印结果可以看出优化

后的带宽只有优化前带宽的四分之一
,

优化的效果是十分 明显的
。

�二 � 载荷及约束

一个物体在跌落式冲击台上做冲击实验的情况和一个物体的基础在垂直方向有加速度运

动的情况是相似的
。

如果在基础上输入的加速度函数与冲击时的激振函数相同
,

两者所产生的

响应就相同
。

所以我们采用��  � 中用输人基础加速度求强迫响应的方法来计算飞轮的冲击

响应
。

基础输人加速度的脉冲为梯形脉冲
,

在 � 毫秒之内加速度从零升到钓 �
,

保持 � 毫秒后
,

又在 � 毫秒之内降至零
。

在飞轮这个部件中
,

有环形弹簧起缓冲作用
。

滚动轴承也有一定的刚度
,

两者串联在一

起组成一个等效的弹簧
,

参照实验所得的轴承刚性曲线 �见附录� 和选用的轴承预紧力
,

我

们取计算时的轴承刚度�
, � � � ��

‘

千克 �厘米
,

同时选用刚性 �
� �

�

�
�

��
� ��

�

千克 �厘 米 的

缓冲环形弹簧
。

两者串联后的等效刚度为
�

� 二 �
�
�
�

��
� � �寿

�

� � � � � � �
�

� � � � � �

� � � 义 � � � � � 又 �
。

� � 义 � � �
二 �

·

� �  � � � ‘千克 �厘米

以此作为计算冲击响应的原始数据之一
。

三个弹簧作为边界元
,

放在飞轮韦点 � �
、

基础上
,

其节点号分别为 � � �
、

� � �和 � �  
。

�三 � 计算结果

计算时我们将冈”性为音
只 �

·

� �  � ‘。
·

千克 �厘 米 的

�� 和�� 三个节点上
。

这三个边界元的另一端固定在

在计算过程中
,

首先要计算固有频率及振型
。

然后利用已经被存贮的 自振频率及振型再

启动
,

使用再启动操作符一 �
,

作响应历程分析
。

因此
,

节点
、

单元
、

节点载荷等数据均可

沿用
,

不必重复输入
。

计算结果如下
�

表 �

一阶固有频率�
�

二阶固有频率�
�

三阶固有频率�
�

� � �
。

� � � �
。

�

� � �  
�

� � � � �
�

�

� � � �
�

� �  � �
�

�

对于每一个固有频率
,

计算机都能输出所有节点在三个坐标轴方向的相对位移和转角
、

所以振型是一 目了然的
。

例如要知道轮缘外侧在 � 轴方向的振型
,

只要将轮缘外侧各点 � 方

向的位移作图即可
,

如图 � 所示
。



表 �

飞轮受�� �冲击时
,

计算出的最大位移点在 � 轴方向
,

轮缘的外侧点
,

其值为
�

节 点 位 移 分 量 方 向 最大值 �毫米�

�
。

� � � 冲击后�
�

�毫秒

叫
一

⋯

别了�

相对枉移

子

口

口

旨令厂亩一
亩

一
�

厄能
一 一

龙万一七洲准了下落厂不孩厂
�

云尹 艺刃 名众二

节兵号

图 � 轮缘振形

在�� �程序中
,

计算三维立体单元
,

计算机可以输出单元面心的动应力的时 间历 程
。

例如在第� �单元中面心 � 的 � 方向的应力 二
二二

� � � 的时间历程如图 � 所示
。

应力波在 冲击

一开始迅速升高
,

第�� 毫秒时达到最大值
,

以后逐渐变小并形成幅值小得多的脉动衰减波
。

在计算机给出的数据 中还可看出第 �� 单元面心 二 的二 方向的应力 。
二 ‘

� � � 同样在第 �� 毫秒

时达到最大
,

但是符号相 反
。
。

二

式��

为拉应力
,

而氏
二

� � � 为压 应 力
。

这符合材料力学中梁受弯时中性两侧

应力的分布规律
。

气伴�
千

中了

肋动

刃匆,�口

四
、

飞轮在�� �过

载工作状况下
「

的应力及位移

当飞轮进行过载试验时
,

作用力

作用在飞轮轴上
,

使得整个飞轮作等 图 � 冲击应力波

加速度运动
。

由于惯性力的结果
,

使得飞轮各个部分产生应力
。

按照动力学中的 达 朗 伯原

理
,

我们可以用静力学的办法来解这个动力学的问题
。

质点惯性力的大小等于质点的质量与

加速度的乘积
,

方向与加速度方向相反
,

并作用在使该质点运动状态发生改变的其他施力物

体上
。

就飞轮而言
,

当飞轮在轴线方向作等加速度运动时
,

飞轮轴通过轴承带动轮辐作等加

速度运动
,

这时轮辐就把自身的惯性力施加给飞轮轴 , 当轮辐带动轮缘作等加速度运动时
,

轮缘就把自身的惯性力施加给轮辐
。

这样
,

飞轮在过载试验时的应力分析就是求解飞轮在惯

一 � � 一



性力作用下的应力分析
。

由于过载试验时
,

加速度为常量
,

所以这个问题就可作为静力学问

题来解了
。

采用�� � � 静力程序
,

求 自重作用下飞轮的应力时
,

当一个质点所产生的加速度为�� �

时
,

其惯性力为

� 二 � � � �

可将上式写成

� 二 � � � �

即对一个运动的质点而言
,

在�� �的等加速度情况下所产生的惯性力与质点的质量加 大 �� 倍

以后在 � �的加速度情况下所产生的惯性力相比
,

两者的值是相等的
。

而一个物 体 的质量正

比于它的质量密度
,

质量密度又正比于它的重量密度
。

由此可知要计算等加速度为 �� �时 的

飞轮应力
,

只要在�� � � 静力程序中将重量密度加大�� 倍后
,

求在 � �情况下
,

由自重引起

的应力
。

茹

计算结果表明最大应力点位于轮辐与轮毅的交接处
,

即位于轮辐的根部
。

如果将�� � 冲

击和� � �等加速度两种工况下轮辐根部的应力作一比较的话
,

可以看出动应力的最大值大约是

静应力的两倍
,

设计时可以考虑动荷系数为 � 。

从应力的角度来看
,

这个模型飞轮的设计偏

向保守
,

以后改进设计时可考虑减小轮辐的截面尺寸
。

计算所得最大位移在轮缘
�

匕 其值仅 �
�

�微米
。

五
、

实 验

我们在汽车研究所
,

将飞轮放在法国制造的多点激振台上进行激振
,

测量其自振频率
。

飞轮垂直放置
,

轮轴法兰紧固在地基上
。

用一个电磁激振器在飞轮的轮缘
�

�作垂直方向的激

振
,

如图 � 所示
。

表 � 实测结果如下

有减振弹簧 无减振弹簧

二二一一� � � � �

一
�

一�

一一
��� � ���

��� � � � � � � � � � � 曰 � � � � � 二 � ���

以上结果与计算结果很相近
,

说明计算是可行的
。

但也有误差
,

因为计算方法本身是一种有误差的近似方 图 �
,

激振方式
】

法
。

再则在实验时弹簧预紧力也未精确的规定
,

这些都能产生差异
。

‘

设计要求飞轮的合振频率必须在��� 赫以上
,

就轴向振动而言
,

飞轮模型是满王足要 求的

但是在实测过程中
,

、

我们还测得一个大约肠赫的自振频率
。

我们认为廷是因为在轮缘上单边

激振所造成的
。

激振器使飞轮轴产生弯曲振动
。
�
琳的 自振频率就是这个飞轮的横向振动频

率
。

说明这个飞轮的横向刚度大刁认要使其横向自振频率也在加。赫以上
,

一

必须加大 轴的刚

性
,

或从结构上加以改进
, � �
增大横向 �� ! 度

。

�

一 � � 一 迎

一一 一一一一一一一一一 一一一



附 录

轴承和环形弹簧刚性的测定

为了弄清� � � �轴承和环形弹簧的刚性
,

我们进行 了实验
,

用祛码通过加力杠杆加力
,

用

电感比较仪测量位移
。

为了使作用力对准中心
,

力通过一个钢球加到轴承和弹簧上
。

同时在

两个对称点上进行
。

轴承刚性的测量结果如下
�

表 �

载荷�公斤 轴承内环相对外环的位移量八� 微米 � 轴承刚性 � � 八� � �
‘
公斤 � 厘米

按上述测得的数据所画的曲线如图 � 所示
。

如果再把每一个载荷下轴承的刚性作图
,

其

曲线如图 �
。

可以看出
,

轴承的刚性不是一个常数
,

而是随着载荷的增大而增大的
。

这是因

为滚珠与内外环的接触随着载荷的增大而增大的
。

这是因为滚珠与内外环的接触随着载荷的

增加 由点到面逐渐增大的缘故
。
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图 � �  ! !轴承的载荷变形曲线 图 � � � � �轴承的刚性曲线

我们对环形弹簧的刚性用上述同样的方法进行了测定
。

所得结果如图 � 所示
。

曲线所包

围的面积为环形弹簧吸收的功
,

消耗在环与环之间的摩擦上
。

可见
,

这种弹簧的消振能力是

才良强的
。
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图 � 环形弹簧的载荷位移曲线
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