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摘要 弹塑性接触问题是几何和材料联合的非线性问题
,

解题过程必须交替进行两类非线

性的迭代计算
,

使计算工作量十分庞大
,

所以寻求更加有效的计算方法
,

以便减少机时

消耗
,

当然会引起人们的兴趣
。

本文提出在弹塑性接触问题的全量变刚度分析的基础上

改用全量初应力的方祛
,

可以有效地利用这两类非线性迭代的祸合作用
,

减少 迭 代次

数
,

提高机时效用
,

为弹塑性接触问题的全量分析提供一种快速的计算方么
「

引 言

对于一般的弹塑性接触问题
,

我们在文献 〔� 〕 中提出一种应用塑性全量理论和带有接

触条件的单纯形法相结合的分析方法
,

解决了不考虑摩擦
,

没有卸载情况的弹塑 性 接 触 问

题
。

由于这类问题属于几何和材料联合的非线性问题
,

解题过程必须交替进行这两类非线性

的迭代计算
,

使计算工作量十分庞大
,

所以有必要对处理这类问题的方法的有效性和快速性

进行深入探讨
。

文献 〔�
一

〕在处理接触问题时采用 了�
�

下
�

� 。二 � � 〔�
�

〕提出的带有 接 触

条件的单纯形法
,

通过一种处理线性规划问题的标准格式
,

直接求出了
�

烤触应力
�
、

�刚体接近

量等接触参数
,

避免了一般有限元法解接触问题时所遇到的繁琐迭代过程
,
表现出一定的快

速性
。

在处理塑性问题时采用了文献 〔� 〕介绍的全量变刚度法
,

虽然这是应用塑性拿量理

论解题的最基本方法
,

它具有精度高
、

适应性强等优点
,

但由于每次迭代均需重新形成和分

解总刚阵
,

所以具有机时消耗量大的缺点
。

在两种非线性交替迭代的过程中
,
尽管文献 〔� 〕

注意了利用它们之间的祸合作用
,

以求尽量减少迭代次数
,

但正如文中所指出
‘

“
当进入塑性

程度较大时
,

迭代次数显著增加
,

收敛太慢
,

致使机时消耗过大
,

经济性不够理想 ” 所以有

必要寻求更加有效的方法
。

文献 〔� 〕介绍了进行结构弹塑性全量分析的初应力法
,

它每次迭代均使用固定不变的

弹性总刚阵作为方程组的系数矩阵
,

消除了因每次迭代形成并分解总刚阵而消费机时过多的

弊病
。

另外
,

考虑到接触问题的迭代是使接触中心区应力下降的过程
,

它可以和弹塑性全量

分析中受力中心区应力逐渐增加的作用相互抵消
,

从而可以部分解决全量初应力法当其迭代

接近真实应变时收敛性变坏的缺点
。

所以采用初应力法和单纯形法相结合的方法进行全量弹

塑性接触分析定会显示出它的有效性和快速性
。

本文作为文献 〔� 〕的改进和补充
,

其目的就是在带有接触条件的单纯形法的基础上推

导出带有初始塑性位移的形式
,

以便与全量初应力法相配合
,

并探讨一种使两类非线性迭代

有效地进行祸合的形式
。

从而使整个解题过程的速度有所改善
。
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最后
,

为验证本文所提出的方法的有效性
,

利用按照该方法所编制的 �� � � � � �一 ��



程序
,

对文献 〔� 〕所计算过的�
� � �� 问题进行了计算和对比

,

完全取得了予期的结果
,

可

以认为该方法和程序完全适用干一般工程中所遇到的弹塑性接触向题
。

二、
�

毓全量理论蜘妇留

应用塑性全量理论进行结构的弹塑性分析的依据和基本公式
,

在文献 〔� 〕中已作了介

绍
。

本文所要采用的初应力法在文献 〔� 〕中已经给出
,

其基本公式和步骤摘录如下
�

� ,

划分单元
,

赋初值
。

� ,

形成弹性总刚阵〔� 〕
� ,

并运用位移边界条件后分解 �或求逆�
,

得到总柔阵 〔� 〕万
’。

�
,

由前次迭代所得到的位移 � “ � �第一次可取
,

� 杯�二 ��
,

取出每个单元的节点位移

�
“
�

’ ,

按下述公式求得其等效塑性初应力节点载荷 �尸
,

�’

�� 丹
‘
二 一 �

,

臼〕
,

�〔刀〕
, , 一 〔� 〕�� 〔� 〕� �

�

�
�
�

‘

��
�

� �

其中
,

〔� 〕为单元的几何矩阵
,

〔� 〕
。

为材料的弹性矩阵
,

〔� 〕
� ,
为材料的弹塑性矩阵

,

它由该单元当时所处的应力水平所决定
。

以上各量的真体表达式可参阅文献 〔� 〕
。

� ,

对进人塑性的各单元叠加求得总的塑性初应力节点载荷矢量 �尸
,

�

��
,

� � 艺 ��
,

�
‘

��
�

� �

塑性元

� ,

按以下迭代公式求得各次迭代的位移结果

�
“
� 二 �

� �

卜 �
� ,

� 二 〔� 〕万
,

�� � � 〔� 〕万
,

��
,

� ��
·

� �

其中

�叭� � 〔� 〕了�尸� ��
�

��

为在给定外载荷 �尸�作用下求出的弹性位移
,

它一旦求出后便不再改变
,

而

�
“
�� � 〔� 〕扮��丹 ��

�

��

为在等效的塑性初应力节点载荷作用下产生的位移
,

称为
“
塑性位移

” ,

在各次迭代中它将随

着 �尸分的改变而改变
。

�

饥 封定两次相邻迭代求得的位移相对差值是否达到精度要求
,

若尚未达到则回到第三

多并始下一次迭代计算
。

在迭代过程中由于随着材料进人塑性的程度不同而使 �尸
,

� 有所改

变
,

从而 �
。 ,

� 和 �
�
� 也在不断改变

,

直到达到其精度要求
,

则认为�
“
�收敛到接近其真实结

羌 即计算结束
。

·

有关全量初应力法的其他计算细节可参阅文献 〔� 〕
。

三
、

带有塑性位移的单纯形法公式

为了利用线性规划中的单纯形法解没有摩擦的弹性接触问题
,

系
,

文献〔� 〕给出如下的一组基本方程��

连续条件

一 〔尸〕�� 尸�
“ � � �

。
� 十 〔�〕�� �

“ 二
�占

。

�鲜

平衡条件
】

�
�
�

,

�� �
“ � �

接触准则
“

一 � 一

对于图
�

� 所示 的 接 触 体

��
�

� �

��
�

� �



� � 多
」

� �当
� � 二 �时�

尸二 � � �当
� 二

� �时�

�� � �
,
�

,
· ·

…
非负性约束条件

��
。

� �

” �

�
二
� �

,

�
�

� � �� 二 �

� � �

, � ’

�

, ” ’
�

�

��
·

‘,

其中
,

〔� 〕
“

为接触体系中与可能接触节点 对

相对应的柔度系数所组成的系数矩阵
� 〔� 〕

“

为 接触节点力
,

由于作用在两个接触体上的接

触节点力大小相等
,

方向相反
,

所以统一用 �� �
“

来表示
,

并用夕
。
的接触节点力

一

的方向来表
示其正向

� � 为刚体接近量 � �氏
“、

�占�
“

分别为各可能接触点对的初始间距和受力后的实际

间距
�
�
“
�
、

〔� 〕分别为单位列矢量和单位矩阵
�
而以上各量的上标 � 则表示对应于 , 个可

能接触节点对的
。

解出

�环去黑胃粼蕊
〔� 〕提供的解一般线性规划的计算方案和流程

,

便可直接

参数
。

下面推导适合于全量初应力法的单纯形法基本方程
。

由于上面给出的弹性接触问题的基本方程中除��
�

�� 式以外其它均与材料性态无关
,

所

以在考虑材料的塑性问题以后不会改变
。

现在仅考虑 ��
�

�� 式中左边第一项
,

它代表各可能

接触点对的相对位移量

���
“ 二 〔� 〕

。

�� �
“

,

��
�

� �

而实际上则是两个接触物体单独在接触节点力 �� �
“

作用下所产生的节点相对位移量 � 料�
,

在这里只是取用了对应于可能烤触节点对的相应值 �所以加典标 � �� 由于在 �� �
“

作用下总

的节点相对位移量为

�
�
�
�
�
� �

�一 �
� �

�
� �〔�

� 〕
一 , � 〔� � 〕

一 , � �� � ��
�

� �

从中便可以看出它与材料性态有关
。

当接触区有局部进人塑性以后
,

由于材料性态的改变
,

厂、
,

大 〔�
�
〕将随之发生变化

,

也就意味着为求得与之相对应的�
。
�

,

必须重新形成和芬解总

刚阵
。

现在为适应全量初应力法对右端项进行调节以代替对总刚阵进行修正的处理方式
,

可

将 ��
�

�� 式按 ��
�

�� 式的形式改写为

�� 
� “�� 好�� 、�� 

一 �� 纸好�� 价�� 
�

二 �〔�
� 〕万

, � 〔� � 〕万
‘

� �� � � �
� , ,
� 一 �

� , 。
� ��

�

� �

从而
,

对应于可能接触节点对的相对位移量也可改写为

�
。
�
� 二 〔�〕了�� � � �

材 , ,
�
口 一 �

。 , �

�
口

��
�

� �

在这里称

�
。 ,

�
‘ �
�
� , ,
�
口 一 �

� , �

�
。

��
�

� �

为
“塑性位移

” ,

其物理意义可以看作是材料进人塑性后由子性态的改变而引起的可能接触节

点对初始间距所产生的附加改变量
。

这样 ��
�

�� 式也就可以改写为带有塑性位移的连续条件
一 〔�〕了�� �

� � � �
�
� � 〔�〕�� �

� 二 ��
。

�
� � �

� ,

�
“

‘

��
�

� � �

其中
,

〔�〕份便只是关于可能接触点对弹性柔度系数
,

它们在一旦形成之后便不再改变
,

而用

调整右端项来实现由于材料性态的改变对接触问题所产生的影响
。

最后
,

我们进一步来探讨一下��
�

� �� 式的物理意义
。

把��
�

��� 式右端项记为



�占
�

�
“ �
��

。

�
“ � �

。,

�
“

称作带有塑性位移的
“
相当初始间距

” ,

它可以很明显地在图 � 上表示出来
。

原来的接触 �’�� 题
,
它可以给出��

�

�� 式的连续条件
,

但由于随着外载的增加
,

��
。

� � �

图中的实线表示

材料局部进人

塑性将引起〔� 丫的改变
。

而 图 中的虚线 则表

示采用 ��
�

� �� 式的情况
,

这 时 材 料性态改变

所起的作用由塑性位移项 �
� ,

�
“

来代替
,

〔� 〕
“

改用 〔�〕叮
,

不再随外载的增加而有所改变
,

于是接触体系相当的初始接触状态变为在初始

间距上增加了一个塑性位移的量值
,

与纯弹性

计算相比较
,

其所起的作用必然是使刚体位移

量增加和接触区宽度加大
,
这一点也正是为后

来的计算结果所证实
。

、 � 一 一 一 一

少爪丁
�

� 一 � 一擎

图 �

四
、

弹塑性接触问题的全量初应力解法

采用全量初应力法和带有塑性位移的单纯形法解弹塑性接触问题
,

实质上就是分别在前

述两类雏线性处理方法的基础上交替进行迭代计算
。

在这里
,
基本的方法是把单纯形法放在初

应力迭代之前
,

即在��
�

� �� 式中先取 �
“ ,

� � �
,

按第三节的草纯形法公式解出二不参巨弹怪百石

接触问题
。

当求出接触节点力后
,

即以此作为外载荷按第二节的初应力法迭代 计算
,

求得

�� 及 �
� ,

�
,

于是从中取出�
� ,

�
“ ,

则可再按��
 

!∀# 式求出其弹塑性接触节点力
,

从而实现了

整个弹塑性接触问题的交替迭代运算
。

两类非线性迭代交替进行
,

相互要利用对方的计算结果
,

二者便必然有祸合作用
。

按照

其祸合作用的强弱可以有两种交替的方式
。

第一种是尽量减弱其祸合作用
,

各自都利用对方

的迭代终值
。

它实际上是对于一定的接触节点力把塑性迭代进行完毕
,

求 出其最终的塑性位

移值
,
据此再开始下一次接触迭代

。

显然
,

这种方式总的交替次数较少
,

而初应力迭代次数

必然增多
。

另一种是尽量加强其祸合作用
,

也就是对应于一定的接触节点力
,

当塑性迭代中

求 出其第一次塑性位移值时即作为下次接触运算的初值
,

开始交替
,

这样可以充分利用整个

运算过程中接触迭代使中心区应力下降而塑性迭代使之增加的作用
,

发挥互为补充的妙用
,

从而塑性位移可以更快地收敛到其真实状态的水平上
。

表 1给出了按照上述两种方式所编制

的程序在两圆柱弹塑性接触计算中迭代次数和机时消耗的对比情况
。

由表中可以看 出采用强

祸合方式比较合理
,

下面仅给出这种强祸合方式的计算框图 (见图 3 )
。

表1

项目

~ 一 ~

~ ~
~

单纯形法次数 机时消耗 (秒)

方式

初 应 力 迭 代
总 计 次 数

强 报

弱 祸

210 。

0

6 6 3

。

7

合合



,J 分单元
,

准击减怡毅堵

衫成洲湘生蜘刚阵及鸽漂舟季

形成单纯形法左端乐教余官裤
.

嘿留黔
值

’

~

当

}

凋用镖黝毅冷
’

瓤
}

籍搏触节头户
,

成弹 ,会阵移{妈〕

一 下
‘

}

镌黯纂筒
‘吩”

叠石蔽石雨添获犷) 典
打歼乡吉头

各单允摘抓
,

么穷东灰‘饰城力及 结未

塑吃‘立修吟1

图 3

五
、

计算例题及结论

为验证本文所提供的方法和程序的可靠性和有效性
,

我们对文献 〔1 ) 所提出的两圆柱

的接触问题进行了计算
,

所取接触体系的结构简图及原始参数与文献 〔1 〕相同
,

其接触区

压力分布及沿接触区深度应力分布的计算结果及对比情况见图 4
,

与全量割线刚度法进行计

算所需的迭代次数及机时消耗的比较见表 2
。

表2

匆刀‘���

方 总 迭 代 次 数 … 机 时 消耗 (秒)

全 量 割 线 刚 度 法

全 量 初 应 力 法

485 .6

210 。

0

从以上对比情况可以看出
,

两种方法的计算结果完全吻合
,

从而证明了这种方法的可靠

性
。

从机时消耗对比可以看 出
,

采用初应力法可以比割线刚度法节约一半以上的机时
,

并且

一 11 一



当进人塑性的程度愈大时
,
这种方法的经济效果会愈加显著

。

本文是在许玉赞教授亲切指导下完成的
。
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( a ) 接触区压力分布 ( b ) 沿接触深度应力分布

图 4
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