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采用余弦因子卷积镶边的数字

滤波器原理及应用

钱神恩

摘拜
�

实现对离散信号数字处理的卷积滤波关键是设计期望的滤波器频谱
。

理论上

理想低通滤波器能抑制嗓声
,

改善系统传递信号的信噪比
,

但它对应的时间函数是 一 无

限长的卷积因子序列
,

为方便实践必须做截断处理
,

这将产生吉布斯现象而导致频谱变

坏
,

不能有效地抑制噪声
,

增强有用信号
。

本文给出了一种在做截断处理后具有最小吉

布斯现象的滤波器频谱
。

并对选择不同截取时窗长度的截取误差进行了分 析
,

对该滤波

器的噪声抑制能力也进行了讨论
。

最后通过实验对系统进行了验证
,

给 出了系统的实现

框图
。

引 言

对离散信号进行数字化处理
,

进一步提高信噪比
,

卷积滤波是一种有效的方法
。

卷积滤

波在频率域是滤波器频谱与输入信号频谱的乘积
〔门

,

即

� ���
�
� ���

·

� ��� � � �

式中
�

� ��� 为滤波器频谱函数
,

对应的时间函数为 �。�
,

� ���为滤波后信号频谱
,

对应的时间函数为夕 �� � �

� �� �为输入信号频谱
,

对应的时间函数为二 ���
。

这种频域函数的相乘在时间域表现为卷积关系
,

即

� ��� 二 ����
· � ��� �� �

由于噪声或千扰信号�� �� 的频谱� ��� 与信号
� �� �的频谱� ��� 是不同的

,

我们可根据它

们的不同设计滤波器频谱函数� �� �
,

让信号频谱� �� � 通过滤波器的频谱
“
窗

” ,

而千扰和噪

声拒之
“
窗

” 外
,

达到削弱干扰和噪声
,

保留和增强有效信号的目的
。

我们知道低通滤波器在理论上能够抑制高于截止频率�
�

的干扰和噪声
,

改善信噪比
,

其

频谱函数为
�

尹
�

�
�� � ��

� ���
二
�

,
� � �

� � �
。

� �� 毛六乙乙么

信号处理过程 中信号的解调可能使系统信

号产生频谱转移
,

这在调幅
、

调频信号的解调

是这样
,

相关检侧 �锁相放大 � 也是如此
。

作

为观测对象的信号
,

解调处理后的有用信号频

去
一

人

图 �

�
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理想低通滤波器频谱

谱布分在一个有限的区域上
,

并混有系统噪声或特定的干扰
。

转移后的频谱可以由测量对象

和处理要求 上做出估计
。

为提高系统测量精度
,

采用这种理想频谱特性的滤波器是既能最有
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效地抑制噪声
,

又能防止畸变的好方法
。

理想低通滤波器对应的时间函数为
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图 � 理想低通滤波器时间函数

当� 从 一 �� 到 十 �� 变化时是一无限长因子列
,

见图

图 � 截尾函数频谱与理想滤波器频谱

� 。

显然这是难以实现的
,

实用上通常 以截

取 一有限的长度为� 的时窗函数
,

� �� �

做成卷积滤波器
�

一 � ‘� 成�

其它
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、
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截取方法处理的时间�
二
�。�

,

对应的频谱不再是锐截止型了
,

而是 �
, ���

,

见图 �
。

由图可

见厅
,
��� 与原始频谱不同

,

在点�
� 、

一 �
�

处变化不象� ��� 发生跳变
,

而是以斜线形式单调

上升或下降
,

且曲线产生了较严重的振动现象
,

即所谓 的吉布斯现象
。

滤波器产生吉布斯现

象造成滤波效果变坏
,

不仅不能有效地抑制噪声和干扰
,

突出有效信号
,

而且还可能使有用

信号的频谱产生畸变
。

吉布斯现象是由于� �劝 频谱在 �
� 、

一 �, 处产生跳变和截尾引起的
〔”

。

为克服这吉布斯现

象可能导致的不良后果
,

可以设想在时间域
,

对截断函数 �
, �� 进行改造

,

选择较为合适的

时窗
�
或在频率域

,

避开理想滤波器的频谱跳变
,

把它改造成一条连续乃至几阶 光 滑 的 曲

线
。

下面我们来研讨一下如何以有限的截取方法构造一个数字滤波器
,

同时使吉布斯现象受

到最大程度的抑制
,

以获得适宜的滤波器频谱特性
。

二
、

卷积镶边低通滤波器

卷积镶边滤波器是把理想低通滤波器频谱� ��� 与一列选用的卷积因子频谱尸 ��� 进行卷

积
,

得到一个期望的滤波器频谱
。

这种方法的优点是灵活
,

只需给出一个卷积因子频谱
,

便

可得到一个镶边理想滤波器频谱 � �力
,

并可根据卷积定理方便地求 出对应的时间函数
,

避

免了从频谱直接求时间函数的繁杂计算
。
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图 � 理想低通滤波器频谱
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,

的 内取值
,
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� �� � 的图形如图 � 所示
。
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,
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称�
�

为低通频率
,

人为截止频率
,

�占为过渡带宽度
。

对卷积镶边低通滤波器给定 �
、、

人

� � �

� � �

� �� �

之后
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毖波器参数就确定了
,

所以
,

我们 也 可 以 记

� ���为 � ��
,

�
。,

�
�
�

理想低通滤波器频谱 � ��� 是 呈锐截止

形
,

而卷积镶边滤波器频谱� ��� 是一个连续

函数
,

边缘几阶光滑
。

理论证明滤波器频谱设

计得越光滑
,

其对应的时间函数因子列衰减越

快
,

截断处理后滤波器频谱与原设计所预期的

频谱差异越小
〔“’ 。

而要设计 一 个具有理想频

谱的数字滤波器
,

如前所述由干相应的时间函
、

。
� 、 �

� �
, � ,

一
� 。

一
。 � � � ‘ ,
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数以言形式衰减 �见 � 式�
,

对卷积滤波因子列

刀丫,

户�
,

�
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介

图 � 镶边卷积滤波器频谱

做有限段裁取处理
,

谱分布改变
,

且和顶期的理想滤波器频谱特性之间差异较大
。

这其间在

追求较适用的滤波器频谱特性前提下
,

又要考虑到
�

做为数字滤波器实施
�

�的方便
,

采取因

子截断处理不致引起过度的频谱畸变
。

可行的办法是让设计期望中的滤波器频谱带边缘呈余

弦函数式衰减—
即余弦卷积镶边

。

这种类型的滤波器可望它对应的时域函数有 更 快 的 衰

减
。

试看一下
,

基于这一设想的滤波器时域函数
,

或因子列分布的状况
,

它的特 点 和 适 用

性
。

设卷积因子尸��� 为余弦函数
�
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二
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一

分 � �� �镇 占
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不难看出其满足式 � � �

�� �� 占

中的条件
,

对应的时间函数为
�
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(13)

频谱曲线见图 7
。

在滤波器频谱函数H (f) 确定之后
,

要进行数字滤波通常有两种方法
。

一在频率域
,

求

出输人信号x (t) 的频谱X (f )
,

与H (f )相乘得y (f) 即滤波后的信号
,

然后再求 Y (f) 之反变

换求得滤波后的时间函数y (t)
;
二在时间域

,

先求出滤波器频谱H 〔f) 之时间函数 h (的
,

然

后与输入的离散信号二 (t) 做卷积运算求得y (t)
,

一般这种方法容易实现
,

下面我们就采用这

种方法
。
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图 7 余弦因子卷积镶边低通滤波器频谱
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图 8 丽不不不)对应的时间函数
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f

: ,

f

。

)

由卷积定理知两个频谱之卷积其时间函数等于相应两个时间函数之乘积
,

即

h (n
,
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图 8是h而万不)曲线
,

它是按券衰减
的

,

比较图 2 与图 8 可见h而万不)比”(
n)衰减快得

多
。

这时若截取h (n
,

f

, ,

了
2)在〔

一
N

,

N 〕上部分作为滤波因子h
一 二 , ,

(n
,

f

, ,

f

:

)

,

那么滤波器的

输出为
:

少 (n ) = x (n )
·
h
一 ,

,
,

(
, : ,

f

l ,

f

:

)

=

E
h( j

,

九
,

fz)
“

” 一
]’) (15)

上式是计算机能实现的卷积表达式
,

如欲求一列长为L 的输入信号的第
”
个点的滤波输出

。,

(
n

)

,

只需将输人信号、 (
n
) 的第 ,

卜 N 到
n + N 的ZN + 1 个点与 h 一 二

,
,

(
n

,

f

, ,

f

:
) 逐点进行卷

积运算
。

但
。》N

, 。毛L 一
N

,

即式 (1 5) 对输入信号的前N 点和后N 点无效
。

所以我们在选择

截取长度N 时不宜取得过大
,

另外N 大势必将增加计算机做卷积运算的时间
。

但 N 取得太小

将引起误差增大
。

下面我们就来讨论无限长时间序列做有限的截段处理后
,

产生的截取误差

和滤波器的因子适用性
。

三
、

截取误差分析

截取蔽蔽不万户在〔
一
N

,

N 〕 上的有限项作为滤波因子
,

构成的卷积滤波器 (15) 与期

望设计的滤波器接近程度如何呢? 下而我们来讨论一下截取误差
。
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实际上截断后的滤波因子列h
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欲知截断处理后逮波器的误差
,

只需研究一下h
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.

武
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显然要求这个积分的解析式是困难的
,

其结果是一个无穷项的幂级数
。

为了便于分析我

们避开用求卷积的方法得到H
一 ,

,
二

(f

,

f

l ,

f

:

)

,

而改求h
一二

,

,
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,

f

, ,

人)的富氏变换方法
,

根据

离散信号与频谱的关系
,

求出h
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.
,

(
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在误差分析中不同的测量对象有不同的误差评价标准
,

对要求功率传输的信号
,

关心的

误差是经过系统后其总的能量损失
,

而对要求幅度传输的信号
,

关心的误差是传输前后其强

度的衰减
。

在光谱测量中
,

通常我们感兴趣其相对强度的传输
,

这儿我们采用 幅度传输的标
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准来评价其误差情况
。

为了便于分析不同截取长度 N 时的截取误差
,

现将计算机按 (20) 式求得不同N 时的频

谱曲线列出如下
。

各种参数
、

条件均列在每张图的下方
。
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图n 截取时窗长度N 二
24 时对应的频谱

图12

图 9是当截取长度N
二 8 时

,

显然与其原来的频谱

100H z时
,

幅值不是 i
,

而是0
.66521

截取时窗长度N 二
50 时对应的频谱

(图 7 ) 相差很多
,

畸变大
。

当f
:二

图10是截取长度N 二
12 的情况

,

与图 7 的接近程度较图 9 好些
。

幅值为0
.70123 ,

但截止频率f
:
不是i50H

z ,
对应低通频率f

, 二 1
00 H

z ,

图n 是对应截取长度N
=
24 的情况

,

而是222 H
: ,

带宽比原来频谱宽

值为0
.
73954 ,

截止频率f
:= 186H z。

较N = 12 时又更接近图 7
,

f

, =
1

00 H
z

时
,

频谱幅

图12 是N
= 50 时的情况

,

这时的频谱曲线形状基本接近设计预期的频 谱
。

f

: 二 1 00 H
z
时

幅值为0
.
94 85 5

,

截止频率为 154 H
z (原来低通截止频率为 f

:二 1
50 H z)

。

但曲线产生了轻微的

振动
,

最大幅值为1
.062 ,

即平顶部分最大绝对误差为 6 %
。

从上面几张频谱曲线图可知
,

截取时窗长度N 越大
,

越小
。

但考虑到计算机运算速度和无法进行卷积的边界点

度要水尽量选择较小的N 值
。

越接近预想的滤波器频谱
,

误差就
,

N 不宜选得过大
,

只要能满足精
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四
、

噪声抑制能力

输人信号经 (15) 式后信噪比改善程度如何呢? 这是我们感兴趣的问题
。

我们通常遇到

的噪声是一种随机噪声
,

其概率分布规律符合高斯分布
,

即

1
P 又% ) 二 一一

—
e(一 尸 ).

- - 飞下乞一
(2 1 )

了 2兀a

且噪声电压平均值拼为零
,

我们常用噪声电压均方值护来衡量其大小
。

那么噪声通过式(1 5)

所确定的系统后抑制程度如何呢?

设白嗓声功率谱密度为
:

N
o 0 < f < co

f < O
(22)

r.l、l
几、

一一
、J
J广了尸

万、

口S

4)3)5)6)7)8)9)(2(2(2(2(2(2(2

由于噪声在不同时刻的概率分布是一样的
,

属平稳随机过程 “ ’ ,

通过H (f ) 所确定的系统后的功率谱密度为
:

S ,
(

f
)

=

I H
(

f
)

1

2
5

二

(
f
)
二
N

。

万
“
(
f
)

输出噪声功率为
:

由维纳一钦 辛定理知噪声

歹
一

介
。

H

“

(f)

“‘

=
叽 Ko

f
月
2(.l) d f

式 中K
。

为系统增益
,

K

。么

如令

2(f)

K
。么

d
f

跪0

l

.

一一f.△

表示系统对噪声的选择性
,

称作等效噪声带宽
,

则 (24) 式可写成
:

尹
二
K

。Z

N

。

△ f二
‘

那 么输出噪声有效值为

歹
= 训万犷

一
侧 了饥丽泛云了二万

=
K0 训 万洒不二

7

假设输入信噪比为

S N 尸
S (t)

义 (t )

S (才)

斌 N
。

△f
‘-

那么经H (f )后的输出信噪比为

S N R
尤

。
万(t)

y (t)

S (t)

训 N
。

△人 ,t

系统的信噪 比改善度为
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S N R I =
S N R

。 。:

S N 尸
‘。

=

侧 N △f
‘.

召 N
。

△f.
。 ‘

_

/
一叠左生

-

V △f. 二
( 3 0 )

可见
,

欲知道系统的信噪比改善度S N 尸I 只需求出系统的等效噪声带宽 △了二
‘ 。

对于未

经截取处理的频谱J了万不沂
2)其等效输出噪声带宽为

、 , _
f

因

H

名

(f

,

fl

,

人)、
,

乙~、J 二
‘一 .

~

—
万笋户了

-
一 “ J

沙 。 丈、 o -

(其中K
。 =

1)

=

工;
‘
、, ·

f : {十(卜一关带
·

)

2
“‘

一

fl+ 号
一

丁::(l+
2
一昌
r!
一弃佘

·

)a,

奢
(5fl+3f2, (3 1)

若取f
:= iooH z

,

f

:
= i s o

H

z ,

则△ f二
‘
= 1 2 5

.

7 H
z
。

对经截尾处理的时间序列对应的频谱 H
一 N

,

袱f
,

f

, ,

八)
,

虽不能方便地求得 △f.
二
的解

析式
,

但借助于计算机可求出其等效噪声带宽
。

下面是在f
,

= 1
00 H

z ,

f

: =
1

50 H
z 时

,

不同截取

长度N 情况下由计算机求得的等效噪声带宽
。

可以看出当N 较大时其值与于(
sf:+3f, ) 相差

八牌
‘

”曰 U ‘ ’
囚

卜 .

开
, “ 门、 ‘

叮 目J
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ngth二 6 么 王公二1 1 a

,

8 4 3 0 6

五
、

系统的实现和结果分析

卷积滤波在计算机上是很容易实现的
,

在进行卷积滤波之前先确定滤波器参数
,

给 定

f
:、

f

Z

和截取长度N
,

以便计算机求出滤波 因子列
。

对一列L 长的数据要 做 L
一 Z N 次卷积

,

每次卷积需循环ZN + 〕次
。

在L 和N 较大时做一次卷积滤波是较费时间的
。

在L 确定的情况

下
,

应尽量减少每次卷积 的时间
。

由于 h (,
,

九
,

人) 是对称的
,

我们可改 (15 ) 式为

夕(
。
)
= 入(o

,

j

, ,

了 二
(
。
) +

艺 h(j
,

f

: ,

f

Z

) 〔、 (
n 一

j )
+ “

(
。 十

j )〕 (32)

这样每次卷积只需做N 次循环
,

速度就提高了近一 倍
。

由一支齐纳二极管做成的白噪声发生器发生均匀的白噪声
,

经放大再截去甚高频成份的

噪声和被测的有用信号送加法器进行混合
,

得到伴有噪声的输人信号
,

信噪比可方便地通过

调节输入信号幅度或白噪声发生器的增益而改变
。

木实验中选频率为100 H
z ,

4

.

7 V

r 。

正弦波 与尸一尸值为扭 V 的白噪声 经 带 宽 为 50 o K H
z
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图14 当 入 二 8 时滤波器输人输出信号曲线

的加法器混合
,

所以输入信噪比
.
夕万R

‘,

为
:

退
号

SNR泛
.
7

龟参伙

;
:一
瓜一 = 2

1 侠/ 6

假设加法器是一个一阶系统输入噪声带宽为

乙 f 答f
3

一晋
XS。。K H z

图13 卷积滤波的计算机实现框图 = 785 K H z

伴有噪声的输入信号画在每张图上方
,

下方是经不同截取时窗长度N 数字滤波器滤波后

的输出曲线
,

各参数也列在每张图中
。

从图14
、

1 5

、

16 中可以看出由 H
一 ,

.
,

(
f

,

f

, ,

人) 所确定系统具有很强 的抑制噪声能力
。

对

应截取时窗N 较小时信噪比改善程度要稍差一些
,

这与四
、

中所讨论是一致的
。

输出信号的

幅值在N 较小时要比输入时小一点 (假设系统增益为 1 )
,

当N 达到一定值时就基本上趋于相

等
,

这与在三
、

中讨论的相吻合
。
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图15 当N
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1 2 时滤波器输入

、

输出信号曲线 图16 当N = 24 时滤波器输人
、

输出信号曲线
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