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摘要 本文综述了捷联式姿态计算中四元数速率方程的积分过程出现的几种主要误

差
,

特别是漂移误差与比例误差
。

‘

并从减小或消除这些误差的角度上讨论了使四元数最

优化的方法
。

最后讨论了交换误差
,

即由有限转动的不可交换性引起的
,

出现在逮率信

号提取过程中的误差
。

特别是定义了最终姿态改变的特征参数
,

得出了最终姿态改变的

计算公式
,

所提方法和公式可方便地用于交换误差的估算
。

前 言

捷联式惯导系统空间飞行器的姿态是沿飞行器体坐标系 �固联坐标系� 直接测定的
,

然

而
,

通常希望相对各种不同坐标系 �参考坐标系� 确定飞行器的姿态
。

因此
,
需要将姿态信

息从固联坐标系转换至所希望的参考坐标系
,

这就是所谓姿态计算
。

捷联式惯导 系 统 不依

赖外界信号
,

要求严格
,

系统结构复杂
,

在姿态计算中会有不少干扰误差出现
,

结果使系统

无法保持一个良好的惯性基准
。

因此
,

进行系统的误差分析与估算是系统设计的一个重要环

节
。

有些系统除了对总系统误差有限制外
,

,

还专门对姿态计算部分的误差有要求
。

如 � ���

系统要求软件所产生的误差不超过总系统误差的 ��  
。

误差分析的方法取决于系统描述参数及对系统的精度要求
。

姿态描述法一般有
�
方向余

弦法
、

欧拉角法
、

欧拉参数法
、

四元数法
、

凯里一克莱因参数法
、

矢量表示法等
。

四元数法

较之其他方法具有许多优越性
,

方程不退化
,

计算时间少
,

截短误差小
,
且四元数算法还允

许姿态变换矩阵的修正速度与导航计算速度不同
,

因而四元数方法应用 日益广泛
。

本文用四元

数方法对导航姿态变换的关键性计算一速率方程的积分中所出现的主要误差进行分析
。

捷联式惯导系统的姿态计算
,

最终是要求得一个在任意时刻由参考坐标系到固联坐标系

的变换阵矩
。

即给定初始四元数八
。,

并由传感器直接从固联坐标系测得角速度功
,

通过积分

下列方程

二 �
�� 二二

—
� � 目口

� ”

以求得变换矩阵
。

上式即四元数速率方程
,

或称姿态运动方程
,

八表示四元数
。

的原因
,

比如
,

有限转动的不可交换性
,

数值积分
,

各种参量的舍入及量化等
,

� � �

由于各方面

所得到的变

换矩阵会带有误差
。

假定有三个分别对准参考坐标系各轴的单位矢量
,

经带有误差的矩阵变

换后
,

不再能准确地对准固联坐标系的对应轴
,

出现下列几类误差
�

�
�

比例误差
�

被转换的单位矢量幅值不等于 � 时出现的误差 �

�
。

偏斜误差
�

被转换的一套坐标系各轴之间不正交时出现的误差 ,

�
�

漂移误差
�
被转换的一套坐标系整个地偏离理想坐标系时所出现的误差

。

由于四元数本身的固有特性
,

在计算变换矩阵时将不会出现偏斜误差
,

而比例误差与漂

一 � � 一



移误差总是难免的
,

它们分别相当于平台式惯导系统中的加速度表刻度因子误差与陀螺漂移

误差
。

但是诸如积分步长
、

计算机字长
、

所用算法的阶数等条件相同时
,

四元数算法中出现

的“

纂缘群纂蒙篡霏蒙渊霞漏、 , 换性难的拙, 雄
率信

号提取过程中的误差
。

并用四元数法对交换误差进行估算
。

二 比例误差与四元数的幅值最优化

�
�

规范化方法
�

� ‘

假定由方程 �江�积分后得到的四元数具有下列形式
�

一

八� � 久
。
, 十 久产乞十 又

� �

�� 又尹� 一
’

比例误差定义为
� ’

少�八
�

� � 乙 �久
� �

�
, 一 �

� � �

比例误差的消除是很简单的
,

通常利用下式
�

� , � , � � � � ��
甘

一一
�

,
�矛才、

一
。

�一
�

凡一

一一止�

�

入

乞 �久
‘�

�么

式中八
� 几

。 � 汽� 十九�十 几六即为规范化四元数
,

显然有

小�八 � � 乙儿名一 � � � �� �

自然会提出这祥的问题
,

采用式 � � �是否最好的规范化方法 � 亦即
,

是否还能用其他规

范化方法得到四元数八
‘
与八

�

之差小于八与八
�

之差 � 下面我们将证明
,

用式� � �进行规范

化是一种平方极小意义上的最优方法
。

问题归结为在约束条件 � � �下求所谓距离函数

少
二

乙以
‘� 一 只

‘
�
�

最小值的问题
。

应肝拉格朗日乘子法
,

、

令

‘ � � 名� � 少�八 �

现在来求函数 � 的无约束极值
。

由

� � �

之早
� 一 �以一 ,

‘

卜 �� , 扮”

沙几 心

得 几
‘二 久

。�

��� � � �

将式 � � � 代入式 � � �
,

有

� � �

乙 之
‘� 一 � � 艺以冷八�

� � �〕么 一 � � �

�

� � �
二 士

‘ 留 �

�

赎
�、

‘·
,

�

〕
‘

,

咬到寻

�� �

将式 � � �代人式 � � �

,
‘一 士一

亡粤冬万
�总

�’,”
’

」
·

� � �



式中士号表示
�

取
“一 ” 号使� 气为极大

,

取
“
十

”
号使 �

吕
为极小

。

由此可见
,

用式 �念 �

进行四元数的规范化是最优的
。

几何意义可以说明如下 �图 � �
� 四元数八

与八
�
是共线的

,

前者端点在单位球面� 上
,

而八
�

的端点按巾�八
�

�的正负
,

可能在单位球

面� 之外或之内
。

这里
,

最优的意义是指
,

保持
“
方向

”
不变的规范化为最优

。

因为根据� 的

定义
,

对任一规范化后的四元数八
尹 ,

只有 当它

与八
�
共线 �即为八� 时

,

� 达到最小
,

且不

会引起新的偏斜 �即 � 为零�
。

所以通常在进

行方程 � � � 的数值积分时
,

要用式 �� � 进

行规范化
。

�
,

误差补偿法

消除比例误差的另一种方法是误差补侩
。

在积分方程 � � � 的同时
,

考虑约束 � � �
。

引进乘子�
,

可将方程 � � � 改写为下列形式
�

�

�
�

‘八� 十

音犬
,

�少
� 八

� � �

或写为矩阵一向量形式
�

、

、�万��‘���

���
��义

。一 凡
, 一 兄� 一 义

�

只
�
义
。一 又� 几�

兄
�
义
�
又
。一 之�

又
� 一 久

�
久,

臀久
。

� 少

��� �

�二�‘口曰

口日

日
日日八

、、

�
�
���
�

�
‘人��

�冗
�月

凡
�肠

滩
�飞几

�

��
��
马

、

,曰

利将利用式 � � �� 进行积分可以达到自动修正的目的
,

即在使用迭代法进行数值积分时
少

用前一步的误差信号 巾 来修正
。

显然
,

如果没有误差时
,

修正项即合动消失
。

事实上
,
�

式 � � � 代入式 � � �
,

并设 “一
膏

‘�� 习愉
·

的模
,

则如
� �

衬
� �

…
�

一

�
�

、

���
�

元�汽
�

�人
� �
� 二哥 � 丫

’

淤刀
乙

、

� � � �

令 护 � 护 � � ��  
,

则上式变为

人
� 二

合八
’

�

。 � “‘, 八
’

� � � �

这就是误差四元数应满足的微分方程
。

显然
,

如果方程 � � � � 的解是规范化四元数
,

则 � � � �与 �� �等价
。

及其变化特性如何
,

作为粗些方碑的解的四沁数 八与 八
’ ,

出同祥的变换
,

而对函数庐� � 的形式不加任何限制
。

因此� 不论 “
‘

的数值

都可描述坐标系的同
,

一运动
,

即给

既然� � � �的形式没有限制
,

我们可以用它来控制久
�

的变化
,

使 护 二 �的点成为下列方程

的渐近稳定平衡位置
� � 卜

�

之
� �
� � � � 久

� � � � �

一 � � 一



比如
,

我们取。

����
�
生尤中
�

��� �

则方程

入 �� � �

此时
,

��� �可以被积分班
。

事实上
,

将�扭 � 代

�� � �

积分之
,

�� � � 便与 �� � �具有完全相同的形式
。

后变成

补 二

喜尤以护 �
� 一 工〕护

�
一

节 � �

一
�

气 �

并经过简单运算后得

兄
‘ 二 ��一 � 。引 �畴 �� � �

式中
,

积分常数� 可以这样求得
� 当 �

。
� � 时

只
�

��
。

� 二 �� 一 � �一丁

由此解出

。
�

以
�

七 �
—

奋 不 石

七几
,

��
。

�〕名一 �

�亡。�〕,
�� � �

其中久
�

��
。

� 应理解为每次迭代时的初始值
,

亦即左区间端点的值
。

因而
,

将式 �� �� 代人

�� � �
,

有

、
·
�, � � 丁

� 一 一

缝龚瞬奏井
� � ,

飞
一
女

� � 几 ’ �� 。 , �
一

�

�� � �

可见
,

只要� � � ,

当 � 分 �� 时
,

久
�

�� ‘从 这就保证了四元数幅值的自动修正
。

三 偏斜误差的分析

同前面一样
,

假定方程 � � � 积分后的四元数为

八
� 二 几

。� � 久, � 玄� 几
� �

� � 久
� � �

偏斜误差定义为被转换后的一套坐标系各轴之间卒角与
“ � “相差的角度

。

这个差值可用各轴

询单位矢量之间的真积表示为
、

·

卜

。‘二 � � � ��� �� � , �
� , � � � , � �

。 � � � , ��
,

) (
‘= 1

,
2

,
3

;
j 铸 k ) ( 1 9 )

一般偏离角很小
,

可以近似地表示为
“‘” b

, , b
: * + b

Z ,
b

: 。
+

b
3 j

b
。,

( 公二 i
,

2
,

3 ,
j 笋 k ) ( 2 0 )

令R
。 ,

R
, ,

R

,

为参考坐标系中各正交轴的单位矢量 , R
, , ,

R
a : ,

R
, 。
为经四元数 八

*
变换后

的矢量
,

分别为

R
二

= 〔1
,

o
,

o 〕
了 ,

尸
, = 〔o

,
i

,
o〕

丁 ,

R

:
二 印

,
0

,
1 〕
r ,

R
a , = 〔b , , ,

b
: , ,

b
3 :

〕
, ,

R

: : 二 〔b:么
,

b
Z : ,

b
3 :

〕
梦,

R

, : = 〔b:3
,

b
Z : ,

久
。〕

,

对比四元数形式的变换矩阵
,

并省略
*
号

,

不难得到
」

」 「

R

‘,

R
, 。

几吞十 材 一 此 一 对
2(从兄盯斗 几

。
又a)

2 (几, 几
: 一 又

。
几:)

2( 兄
,
义
: 十 只

。

九)

2 (几
:
久
。 一 几

。
几

,

)

之孟一 只: 一 兄里+ 只爹

R , :

2
( 只

, 几
: 一 义。元,

)

入孟‘ 风圣十 久度一 又

2(穴:只: + 义。元:)

z厂译厂

!

、
、
‘

‘
.|‘
!

l

、飞

一一一一



利用式 (20 )
,

便可求得
。1 = R

: , 一

R

a : 二
2( 兄孟十只f 一 元孟一 汽矛)以

:只2 一 只。棍)
+ 2以

:只: + 元
。

兄。) ( 元言一 久爹+ 几盆~ 久雪)

+ 4( 兄
1
棍一 久。瓜)( 久

。汗: + 石汽户
Jr

二 O
-

( 2 1 )

同样可得

￡: =
0

, e s =
0 ( 2 2

)

由此可见
,

由于四元数的固有特性
,

在计算变换矩阵时
,

被变换的各轴仍然彼此正交
,

即不

会出现偏斜误差
。

因而在偏斜误差方面
,

对于任何四元数变换都是最优的
。

四 漂移误差与最优四元数的构造

漂移误差较难处理的问题是
,

在进行定量研究时需要有一个基准(理想坐标系或理想四元

数)
,

而实际上这样的基准无法得到
。

象在平台系统中陀螺漂移不可遮免一祥
,
捷族系统中的

坐标漂移只能限制或减小
,

而无法消除
。

因而在实用中人们采用不同的方传对漂移误差进行

补偿或修正
,

以将其控制在许可范围之 内
。

比如
,

5 I L 3 系统是在进行地面摸拟实验时获得必

要的数据
,

然后在系统工作时利用计算机贮存的模型定期进行误差补徽 还可科用所谓
“
观

测向量
”
(例如恒星方位) 作为基准进行修正

。

下面介绍一种可用于宇宙飞船导航的利用观测

向量构造最优四元数的方法
,

此处的最优指漂移误差最小
。

1

.

问题的四元数表述

设W
l,

W
全

,

…
,

W

.

—
”
个观测(单位)向量

,

例如在固联坐标系中测得的地球
、

太阳或

某一恒星的方位;

v :
,

矶
,

…
,

v

。

一
二
个参考 (单位) 向量

,

如上同
一

酒向量在参考坐标系或惯性坐标系

中的反映
;

“ , ’“” ”” “·

一
”
个正的常数

。

我们对任意旋转矩阵R
,

定义亏函数L (R )为

: (R)
=

合乡
‘

, w
‘一

Rv ( 2 3 )

使亏函数取极小值的矩阵R 叫最优转动 (从平方极小的意义上讲)
,

记为R , 。 ,
它将v

。

尽可

能精确地转为W
‘.

由于亏函数可以按比例改变而不影响刀鱿的确定
,

故可取

(24)

并令
G (R ) = 1 一 L ( R ) ( 2 5 )

式中‘(刀)为增益函数
:

.
项
。

一

?每汉中‘项G (R ) = E
a‘

W

·

( R V

‘

)
二
艺
a‘

W
了(R V

‘

)

显然
,

并且仅当 G (R ) 取极大值时
,

均可看成1 欠 1矩阵
,

因而有

G (R ) “ 乙 价加〔w 戮R v
‘

〕

L (R )取极小值
。

注意到式 (26) 右端的 魏

= 汁〔军B
,

〕 (2了)



阵而.的矩因叫�其中B 二
乙 。

w
‘

v T

。

上式的推导中用到了
:
将出现在乘积中矩阵的次序循环置换

,

‘吕 l
、 一「

-

一
、 _ 几

积的迹不变
。

_

-

- 一 ,

。 ,
,

一
「

卜 ’ .

由于R 的九个元素受到六个非线性约束的限制, 使得‘( R )的求极值问题复杂化了

我们改用四元数讨论
。

首先用四元数重新表示出增益函数
。

仍分别用只
,
义

。

表示四元

模和标量部分
,

用入表示其矢量部分
,

并定义一个反对称矩阵
:

一 久s 元:

0
‘

一
」

又,

几1 0.
八

o朴一

一t
、

Q

变换矩阵R 便可表示为
「

R
( 八) = (只言一 卜入)I + 2 入人

, 一 2 之。Q ( 2 8 )

G ( A ) 二 ‘<R )
= (几卜 入

,

入) t
r B

,
+

Z t
r 〔入入

,
B 勺 一 2 久。t r

、

〔Q B 勺 (29)

\卜fI卜卜t、

!

/

于是

则式

版
算方
哗见

,

定义
,

标量
:」

沙匀
, 君二

公。
W
o v

。

一 .
、
- 」

‘ · 1

矩阵
:
兮‘丑

+ 召血 =艺
a:〔w 刀。,

+ 矶w 内 (30)

向量 Z = E
a‘
W

‘
X
V

‘

(29

) 可写为

G (八) = a (几合一 入
·

入) + t
r〔入

r
s 入〕+ 2几。入

一

Z

二 厅(之孟一 人
.
入) + 人

,

S 入+ 2久。入
·

Z ( 3
1

)

或
。(八) = 以

。
、
·

〕E
)毛

。

t A

(
3 2

)

其中

厂 a

E “

1
2

Z
,

S 一a l
(33)

求转动的最优估算I’of 题于是被简化成录使式 (3幻 的双线性型满足约束条件
·

(
诊 ) 的极

大值入。优问题
,

融森由式
(2 8) 求得

。

引进拉格朗日乘手K
,

考虑函数

呀
*
(八) = G (八) 一 K 八

,

八
.

的无约束极大值
。

对口
* (A )直接求导

,

令其等于零
,

有

杀
〔夕 ‘八 , , =

珠“八 , 一 K 八 一
K 八

,

二
( E

一
K l) 八 十 八

r
(E

, 一
K l )

= 0

由于A 是任意的
,

故有
。

·

、 一 _

,
「

(E

,
K l) 八 = 0

,

洲
.

即
;_ -

E 八 二
K A

、

(

3
4

)

当满足上述条件时
,

G
*

( 八)便获得稳定值
。

由此可见
,

入。:必定是忿的‘个特征向量
,

士8’一



而与式 (34) 和八是否规范化无关
。

因此
,

尽管K 必定是E 的一个特征值
,

K

,

但是
,

对E 的四个特征向量的每一个来说
,

都有

G (八) =
.
八

,

E 八 二 八
,

K 八 = K

几= 1并不能确定

可见
,

如果选取八最优为属于E 的最大特征值的特征向量
,

G ( 八)将达到极大
,

E 八最优 二
K
极大八最优

只要存在两个独立的观测
,

方程(36)就有唯一解
。

这一点可从向量 乙
零的条件来说明

。

这个向量的幅值越大
,

所确定的姿态精度就越高
。 ‘” ”

2
.
最优四元数八最优的构造

解的性质
:
方程(34)可以重新表示为

(35)

因此我们记为

(36)

a‘。 ,

W

‘ 又
W

,
非

瑟三
6,

) [众
。

〕
一 、

{ 众
。

〕
JZ产.卫les..气

展开即

口石 十 z 味 “

n

。

飞
Z几。 +

( S
一 6 1 ) 入

=
K 入 )

(3 7 )

或

尤 二 。 + z
?

丰
=a十 z ,

丫

人 。

Y
二 〔(K + 口 ) I 一 S 〕

一 二
Z

( 3 8 )

式中
_
二

二 __

e

=
“、 L g 几干

乙

X 是沿转轴的矢量
,

夕是绕X 的转角
,

它们与四元数的关系为

(39)
1
!
JI1y八 =

1

侧i + 】Y l
“

当K 二
K
极大时

,

y 及八对应地为最优转动
,

而一旦 已知K 极大 ,

(
3 9

) 求出
。

(
3 8

) 的两个式子可以合并为一个等式
:

K = 口 + Z
,

〔(K + 口)I
一幻

一1
2

上式等价于与 召的四个特征值对应的特征方程
。

由式(23)
,

(
2 6 )

,

(
3 5

)

,

(
3 6 ) 可得

则 八最优立即由式 (38)

(40)

明二七

璐

K

二 ‘一

合馨
·

柳
‘一 “v (41)

可以看出
,

E 的所有特征值均小于 1
;
当R 为R 最优时

,

K 即为K 极大且接近于 1 ; 如果转动R

是完全精确的
,

则K 极大等于 1
。

因此
,

一般地K 极大与 1 的偏差是很小的
。

必须注意
,

由 (38) 可见
,

如果矩阵〔(K 十 二)I
一 S 〕是奇异的

,

向量y 将无法确定
,

以

上讨论便不再适用
。

更精确的表示
:
现在讨论一种不用首先计算Y 就可以构造出八最优的方法

。

这个方法的根

据是凯里一哈密顿理论
:
任一方阵满足它自身的特征方程

。

任一3 x 3矩阵M 的特征值邑满足
:

M 一雪I = O

或

一 19 一



一 梦+ 2吐
么一 九雪+ 刀 = 0

其中

1
n = 丁

了r Z性
, 总 = r r 弋a a ] IVI 少,

口 = a ‘到 r1
·

白

根据凯里一哈密顿理论
,

M 满足
:

M
S二 2 ”

M
么一 k M

+ 才I
一

(
4 2

)

一般情形下
,

任何一个M 的分析或旋转矩阵函数
,

至少从形式上可以展开为

f( M ) 二 b
。
I
十
E
瓦M

含

重复使用 (42 )
,

上式总可以简化成M 的二次式
。

特别地有

〔(。 + n ) I 一 M 〕
一 , = 下一 ‘( a l + 刀M + M

名
) ( 4 3 )

a ,

刀
, , 可以在上式两边乘以〔(。 + n) I 一 M 〕来确定

。

注意到I
,

M

,

M

名线性无关
,

则有

a = 。2 一 n 名 十 k

刀
= 。 一 n

丫= (。 +
n
) ( 。

2 一 n Z + k )
一 才

(44)

取。
二
K
极大 ,

M
二 S

,

将式(43)代入 (38 )
,

得

Y “
X /

丫,

X
=

(a
I

+ 刀S 十 sa ) Z

式中X 是非规范化的最优转轴
,

由上式得

(45)

八 最优
1

侧下么 +
I X I

“ )

?

眨 X

(4 6 )

因上式分母绝不可能变为无穷大
,

这就避免了前段中奇异矩阵所带来的麻烦
。

但若在某个瞬

时(尸 十 【X l
名
)变为零

,

则式(46 )也将无法确定
。

通过讨论可知
,

当且仅当转角为 二及转轴 n

为 S
。 =

2 乙
。‘
v

‘

v

‘,

的特征向量时
,

( 沪 + !x 卜勺才为零
。

应该指出
,

当 (沪 + }X !
“
) 不为零时

,

由于截短误差
,

在计算 夕 和 !X !时仍然存在着误

差
。

将式(43)代人 (4 0)
,

并以K 代替。 ,

便可导出K 特征方程的一个简单表达式
:

K
4一

(
a + b ) K

么一 C K
+
(
a
b
+ e n 一 d )

= 0 ( 4 7 )

其 中
a = 妒 一 k

,
b
二 护 + Z

TZ , c 二
J

+ Z
r

M
Z

,
d
二
Z

,

M aZ

.

由于已知K 极大十分接近于 1
,

在使 用 (47) 时
,

以 1 作为初始值进行迭代将是相当迅

速 的
。

3

.

顺次转动法

当转角接近于 二时
,
可用另一种方法进一步改善精度

。

如果转角大于 二
/ 2

,

转动可以表

为绕一个坐标轴转 二 ,

再绕某一新轴转小于 二
/ 2

。

第一次转动等价于改变每个参考向量中两

个分量的符号
。

将这样得到的新参考向量V
‘了
变为观测向量W

‘

的最优转动四元数
: 尸 = P 。

+

p
,

它可以十分简单地与所要求的总转动最优四元数 八 = 久。 + 入联系起来
。

比如
,

绕轴y 转

汀:

V
‘, = 〔一 V

‘二 ,

V

‘, , 一
V
;:
〕

,

只
。二

P
S ,
几, 二 一 P

: ,
久
。 =

P
l ,
又
3 = 一

P
。

一 20 一



尽管(尹 + }x 内 可能不是很小
,

但若 !? }很小
,

由式 (46) 计算出来的八最优将不是很精确

的
。

五 交换误差及其估算方法

交换误差起因于有限转动的不可交换性
,

它是影响捷联式姿态控制系统精度的 重 要 因

素
。

J

.

5

.

B
e
g g

: 用欧拉参数法证明了如下的有限转动定理
: “
设刚体绕过定点的相交轴作连

续的有限转动
,

其合成转动的数值与各个连续转动的次序无关
;
但刚体的最终姿态则与连续

转动的次序有关
,

合成转动的转轴位置随连续转动的次序而改变
。 ”
但证法很烦

,

没有定量分

析
。

这里我们用四元数法来研究
。

为 了用数值计算机积分四元数速率方程

: 1
,

八 二
~
不八 曰
‘

( 4 8
)

必须对陀螺进行定期采样
,

以获得被积角速度增量
。

但由于卫星的姿态依赖于绕其轴的角速

度变化的时间次序
,

除非。的方向不变或采样时间间隔趋近于零
,

被积角速度增量不能代表

卫星的真实运动
,

因而出现 了交换误差
。

这种误差只可能减小
,

但不能消除
。

特别对于周期

性或重复性输入
,

会引起转换矩阵的检波漂移误差
。

减小交换误差的一个重要途径是提高采样频率
,

亦即使采样时间间隔尽可能地缩小
,

但

这就要求增加计算机速度
,

因而采用软件简单
、

计算时间少
、

积分能作为独立环节处理的姿

态描述参数是有效的
。

这一点正是四元数优于其它参数之处
。

另一途径是改进采样方法
,

比

如采用高阶函数对积累角度增量进行曲线拟合
,

取函数在适当点的导数 , 或者根据飞行要求

与实验数据建立角速度模型
,

再确定采样方法
。

下面我们提出两种交换误差的四元数算法
。

1

.

四 元数矢量式算法

设将两个连续转动e
:,

0
:

( 代表两个姿态偏差角) 表示为四元数
:

P = p 。 +
p

,

Q
二 q

。
+

q ( 4 9 )

其顺乘四元数表示顺序合成转动0
:

八 = P Q 二 P
o
g
。 一 p

·

q
+

P

o

q
+ 叮。P +

P
x

q (
5 0 )

其逆乘四元数表示逆序合成转动0
产 :

八/ = Q P 二 q
o
p
。一 q

·

p
+ q

o
p

+
P

o

q
+

q
义 p ( 5 1 )

两个合成转动的数值由乘积的标量部分确定
:

、

l

、了

l

尹

qp

0

= c o s 下, = P
o
q

o 一 p
.

‘

( 5 2 )

育
= qoP 。一 q

‘

o,

叮几。

几

由于标乘的次序可以颠倒
,

上两式的数值相等
,

即有

久
。 二 久

。, ,

0
=

8
,

( 5 3 )

两个合成转动的矢量部分可表示为

0
八 = n

S i n

—
-
2
-

, , , .

0

,

八
‘

= 林
,

S l n
- 二,

2

( 5 4 )

于是合成转轴的方向由乘积的矢量部分确定如下
:
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呈n 6 / 2

1
51: 8

/
/ 2

( P
o
q + 叮

。
P + P x q )

( 5 5 )

黔砂

口吞

(Poq+qop 一 p 欠 q )

可见
,

n 笋。/ ,
亦即两个合成转动的轴线并不重合

。

这就证明了连续转动次序不影响刚体最终转角的数值
,

但却影响

最终转轴的方向
,

因而使最终姿态发生改变
,

在姿态测量中出现交换

误差
。

为了定量地说明当连续转动次序改变而引起的刚体最终姿态的改

变
,

我们引进两个表征姿态改变的参数
:
将顺序与逆序合成转轴单位

矢n
,

n
产
之差定义为最终姿态的改变量

,
用才n 表示 , 而这两个单位矢

n ,
n
产
之间夹角则是最终姿态的改变角

,

用 二 表示 (图 2 )
。

最终姿态的改变量由下式确定
:

,
_ _ _ _ __ ,

1 _

、

_

1

,
_

‘

_

、

习“ = r’ 一 ”
’

二 一丁厂了万而蕊一 P
入 从 一 二丁万石 万石一、 一 P 入 从夕

昌I n u l ‘ 污 l u 口
’

I
‘

_ Z P 火 q

s
i
n
o / 2

显然
,

两四元数的差值为

才八 =
51皿0 / 2刁n 二 Z p X q

最终姿态的改变角则按下式计算
:

(56)

(57)

1
cos劣 == 犯

’

n

‘

一丽而而
一气p

o
q + q op + p x q ,

’

吸p oq + q op 一 p X q )

1

s
i
n , 口/2

2
.
四 元数矩阵式算法

〔(P 。q + g o P )
“一

( P
x q )

a〕 (5 8)

设将两个连续转动四元数用列矩阵表示为

P = 〔P 。
,

P
, ,

P
Z ,

P
:〕

’ ,

Q

= 〔q
。 ,

q
: , 叮: ,

9
5〕

,

其顺乘与逆乘四元数具有如下形式
:

八 = 以
。 ,

几:
,

只
2 ,

兄3〕
, ,

八/ = 以
产。 ,

几/ , ,

还
22,

几
产。〕

,

按四元数矩阵乘法规则
,

得顺序合成转动与逆序合成转动分别为

八 二 P Q
=
M ( P ) Q

,

八
产 =

Q P
=

M ( P )

*

Q

式中四元数矩阵M (尸)及其蜕变矩阵M (尸)
*
由下式确定

:

(59)

(60)

(61)

{
”
。一 夕

1一 ’2一 夕
3

)

M (p ) =

}
夕, 夕。 一 夕3 ”“

}

M ( p )

, =

{

夕2 夕8 少。 一 夕,

…
火夕3 一 P

: _、 P
I

P
。
/

,

P

o 一 P
i 一 P

: 一 P
s

P
I

P
。

P
3 一 P

Z

P
: 一 P

s
P
o

P
:

P
3

P
Z 一 P

i
P
o

( 6 2 )

将式(62)代人式(61)
,

便得 八与 八
/ ,

(
6 1 ) 中的Q 应以 (59 )中第二个列矩阵代入

。

从上式可以看出
,

矩阵M (尸)与M (尸)
*
的第一行和第一列完全一样

,

改变的只是其右

下角的三阶方阵
。

M
( 尸 )

,

M
( P )

*

的第一行分别乘以 Q
,

决定合成转动四元数八
,

八/的标量部分
,

它们并

不改变
,

即有等式
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汽。 = P
o g

。一 P
l g
: 一 P

:
9
: 一 P

:叮: 二 义。
‘

于是得出两个合成转角的大小相等
:
夕= 6,

.

合成转轴的方向决定于M (尸)与M (P )
*
右下角的三阶方阵

,

( 6 3 )

这里我们用四元数矩阵式算法再次证明了有限转动定理
。

显然它们是不相等的
。

个合成转动的偏差四元数刀 八 二
刚体最终姿态的改变我们用两

八 一 八
产

表示
,

按下列公式计算
:

刀八 = 八 一 八 二 〔M (尸) 一 M (尸)
*
〕Q

这就是式 (57) 的矩阵写法
。

3

.

交换误差算例

现在我们举一个数值例题来应用上述结论
。

法 1 设艺
,

j

,

充为三个互垂单位矢
,

两个连续转动为绕轴i转过90
“

表为四元数矢量式
:

P = eos45
。

+ 艺sin45
。 ,

Q
= e o s

4 5

。
+

J

s
i
n

4 5

。

( 6 4 )

以及绕轴才转过90
“ ,

先计算顺乘四元数

, _ 。八 _ 1 ,
,

1

.

1

, , . , 、

/ 、 一 厂 呵 一 八 。宁 八
= 下丁十 不

一
气Z 十 1 十凡 少

“
~

解出

6 二 1 2 0
“

以及

. _ 侧百
/: . : , , _ 、

“ 一
~

万
~、‘

了 J 一 ‘ , , n ‘ 二 n “ = n s 二 侧畜
3

‘‘

丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫
产产产产

///////

,,,,

声声/////

示于图 3
。

再计算逆乘四元数

八/ 二 Q 尸
== 兄0’ 十 入

‘ 1

于
,

含
(‘书’一 “,

解出

夕, 二
1 2 0

。 二
0

以及

n’ =

螟
(, +

j
一 、);

, , , 之 。扩 二

J

斌了
_

-
恋一 ,

n 3 ,
=

_ 之豆
3

示于图 4
。

最终姿态的改变可计算如下
:

刀n 二 n 一 ”/
_
亿了
3

“ + , +“卜穿
(‘+ , 一 “)

= 鱼乙王k
3

即J n 的长度为
2了了
3

,

方向平行于介
。

以及

cos二 = , ,
·

n
‘ 二

俘
(￡+ j + k ) .

螟
(艺车j 一 、)

‘夕 口

1

3

于是得顺乘与逆乘两根最终转轴之间夹角为



所得结果示于图 5
,

从中十分清晰地看出转轴的变化
。

法 2 设将上述连续转动表为四元数矩阵式
:

T、les‘‘J
八U

,

n _ 厂召百2~ 一 l 一 , 只尸一 ,

七 乙

侧百

厄一 ’

。 , 。

〕
’ ,

。 =

〔穿
,

。
,

夸
顺乘四元数等于

i一21一21一21一2

一一

、

I

l

l

l

ee

l

,

ee

||八 ‘ 尸

一
)。=

…
记百 侧百-
下 一

一

下 一 U U
乙 乙

宜亘二
2

记百
2

亿百
2

侧百
2

一勺白一,-一,曰

一

一21厂一
O自

侧百
2

记百
2

逆乘四元数等于

i一21一21一21一2宜互 _ 叼互
2 2

训百
2

八, 二
O 尸 二

M (尸)
*
Q =

侧百
2

侧百
2

训万
2

侧百
2

侧百
2

训百
2

训万
2

1

2

表征最终姿态改变的偏差四元数等于

厂1
刀八 = 八 一 八产 二

}冬
,

〔2

二 〔0
,

这意味着刀八的标量部分为零
,
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百
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0
,

0
,

1 〕
T

矢量部分的三个分量分别为 0
,

1

2

_

0

,

1

。

六 结 束 语

误差的估算和消除是个相当复杂的问题
。

本文仅考虑了几种在四元数速率方程积分中和

在速率信号提取过程中出现的主要误差
,

并研究了使这些误差尽可能小的最优四元数的构造

问题
。

四元数的优化也是一个新课题
,

目前有关这方面的资料很少
,

尚待进一步研究
。

有关

误差的计算及与方向余弦矩阵情形下的比较可参阅文献〔2大一
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