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机器人手臂误差分析及误差补偿
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摘要
�

本文对机器人手臂的误差和影响误差的因素作了分析
,

建立起机器人夹 持 器

�手 � 的运动误差与各种原始误差的函数式
,

文章着重于推导作为误差传递函数的 各 种

偏导数矩阵
,

得到了统一的表达式
。

这种形式特别适合电子计算机计算
。

文章最后 讨 论

了误差补偿方法和导出了补偿计算的公式
。

概 述

机器人在当前和今后的工业生产和人类生活领域的各个方面有着重大作用和 广 阔 的前

景
。

机器人灵活的手臂在智能电脑控制下
,

将以前所未有的规模和范围代替人完成各种劳动

工作
。

机器人手臂工作的精度问题直接关系到机器人的工作质量
,

特别是对那些精度较高的

工作
,

如弧焊
、

装配等
。

所以需要分析手臂的运动误差和分析原始结构参数误差对运动误差

的影响
。

当各个结构参数
,

如杆长
� � 、‘, , 。 、

偏置昌以及偏角� � � � , , 〕 ,

图 � ,

均符合名义值 没

有误差
,

运动付中也都不存在任何间隙
,

这是理想的
。

但实际加工和装配都有不可避免的误

差 �
工作中受静

、

动负荷引起变形
, 为转动灵活

,

运动付中必须存在间隙
,

长期工作下的磨

损又今使间隙不断增加
· ·

一
凡此种种都使机构得不到正确的位置

,

发生误差
。

与此相关的位

移
、

速度
、

加速度也将发生误差
� ‘〕〔”〔’〕

。

本文首先建立起串联机器人手臂
〔‘〕
的运动误差与结构误差关系的解析表达式

。

然后着重

于导出误差传递函数的计算公式
。

由于空间机构的复杂性
,

是不容易 建 立起 统 一 的 关 系

式
〔“〕。

本文利用 了向量导数的性质得出了机器人手臂误差分析偏导函数的解析式
,

包括了手

掌位置误差及姿态误差两个方面
。

文章还分折了补偿误差的方法并导出计算公式
。

最后还将

手臂误差解析式推广到任意 自由度手臂的更一般情况
。

总之本文最主要工作 在建立了误差传

递函数的统一公式
。

二
、

机器人机构的误差分析

一个六 自由度的机器人手臂绘于图 �中
。〔‘’它的运动付可以是一个自由度的转动付

、

移动

副
,

或是两个 自由度的圆柱副
。

圆柱副从理论上看是一个转动副和一个移动副的 共 轴 线 迭

加
。

图中转动副的轴线及移动副的滑道中心线表示以单位向量瓦
。

两相邻运动副轴线之间的

最短距离
,

即公垂线
,

为
� , � � 十 � , ,

称杆长
。

沿。 ‘ 。� � , ,

的单位向量为动 �� � � �
。

相邻三垂线瓦
� , 、



一 � � 一

夕
� 、

夕
� � �

之间有两条公垂线
,

在夕
‘

�几的两垂足之间的距离从称为杆�之偏置
。

相邻两轴线间之

转角为�
‘,

相邻两杆之间的偏角为
� � 、, � � 。 。

在机器 人手臂
�

� 杆长
� � 、‘� � 。

及偏角
� � 。‘� 工。

是 不变 的

结构参数
。

对回转付
,

偏置长度�
�

是不变的也是结构参数
,

�
�

转角是由驱动器带动是输入运

动参数
。

移动副则相反
,

�
�

角是固定不变的结构参数
,

而偏置�
�

是由驱动器为液压佩推动的

输入运动参数
。

圆柱副相当重合的转动副 � 及移动副�十 �
,

即�
�

与�
‘ , ,

重合
, 。 � 、。� ,。

等于零
,

� � 、� 十 � ,

也等于零
,

偏置�
‘

可以选为任何长度
,

是一固定值
。

而�
‘� ,

是固定不变的任选值
。

这里

有两个输入运动参数
,

它们是口
‘

及�
� 十 � ,

一个转动量一个移动量
。

从
�

卜述分析一般六 自 由 度

手臂均可表为图示结构
,

六个付
,

每个付为一个 自由度
。

而且第一个副�
,

固定在地而 卜
。

图 �

当我们将坐标系� � � 之原点� 置于固定运动副 �
,

上
,

使�轴沿�
,

方向
。

手的位置是以指

向手心某点�
�

之向 量丁表示
� 手的姿态是以向 量属

,

及 灭表示
。

单位向量瓦垂直虱 是 沿 夹

钳开口的中心线方向
。

这三个向量是此开环机构 的输出参数
。

手的位置偏差为刀 尸
,

姿态偏

差为
�

而 �
�

及 才厨
,

这三个量是输出构件的运动参数误差
。

当按一定要求给出许用值或偏差

范围
,

即表示一定的精度要求
。

使手的位置和姿态发生误差的原始误差分为结构误差及输入参量误差
,

结构参数的原始

误差有杆长偏差刀
� � ��  , � ,

杆件偏角的偏差万� � 。� � , 。 。

运动副偏置长度偏 差 刀�
�

及转角偏 差

刀氏是结构偏差还是输人参数的偏差则要看具体运动副的种类才能确定
。

当同时存在多种原始误差下
,

众所周知
,

按误差的线性迭加原理
,

输出某参数
“
之误差

与原始误差刁
� 、

刁 �
、

� �
、

刀 ￡ 之关系为



一 梦感一

� “ � �座�
�。二 ,

决
一

「卒�
、。
、

·

「奥�
�、。

十

、
� � � 、 � �

‘ 一 � 口 �

�呕�
�“ 了’

‘ � �
户

� � �

式中
� 、

�
、

�
、

�记以向量符号是因为每一个都是有六个分量的向量
。

式 � � � 中每一 个 向

量偏导矩阵对六 白由度机构则是�
、 �矩阵

,

记以〔� 劝

〔
‘

钊
� 仪

� 几

� �
二

� �
� � � � �

,

� �
� � �

� � ,

� �
� � � 刁� ,

� �
� � �

� 。
,

� �
� , � � �

�

� �
� � �

计算机器人手的速度和加速度误差只需将位置误差对时间取一阶及二阶导数
。

有

�
, ,

下
、 �

� 一万万
�

一 、止」 厂夕 一
� 犷

�
�畏 �婴�

、
劝

一

补
、
� � �

「� � 〕
,

一、

�� � �� “ 少
、 � �

一

舀
十

� � �二
尸

�
「塑�

、
司 杯

、
乡 �

“

�
�汽 日 �
琴〕

�声�、、

�

� � �

其中向量万及母是广义输人参数
,

在这是六维向量
。

这里输人位置参数本身的误差已包括在

公式的原始误差中
,

如不计该项误差仅考虑结构误差
,

只须令该分量为零即可
。

在建立上式

时还注意到各结构参数误差对时间的导数是零
,

不随时间改变
。

手的加速度误差为

�
“
�刀 尸 �

� � � �

舀
十

�毕塑�万
� �

产
�
���月�空�

�
一一

尸 ��
“
�刁尸 �

� �
么

一

云公云�
一
少犯 �零

� 一 , ‘一 ’ , 一

”
口 � � � � � 一 刁以了

洲
� 十 色卫刁山

刁� ,

十

箭
‘�� 篡

‘凡
� �

� � �
�

�
一

旦 「之军
� 刁�

,

� 刁口,

刀。, 十 旦
�

丑“� , �

箫
“”,

。

习」
·

乙�� 
�

� ‘

·

署
、

小
·

�
万

� � �

式中
� 、

�
、

�的六个分量是分别对应六个运动付
。

当我们对一个具体机构作误差分析时
,

各个原

始误差量已知的
,

当然原始误差在公差范围内是随机变量
,

若用概率论的观点来计算
,

所得

结果将更符合实际
。

在这里对这方面将不予讨论
。

应用上述公式计算关键的问题是如何计算

公式中的各项误差传递偏导数
。

以下文章将着重讨论这个问题
。



一 �� 一

三
、

误差传递偏导数及手的位置误差分析

从上述分析可知误差计算的关键是确定如何计算公式 ��� 一 �� 中的各个偏导数
。

我们

先分析手的位置误差
,

由式 � � � 手的误差表达式为

、几 …
‘

”

引
�、歹 � � ’

�

叹
乡 万

刹

� 尸
一

� �刀万 旦
引

�

杯卜
� 口

‘

�
一

� 尸澳
。 ,

,
� 一 � 飞��

。,

一 � � ‘

�
�

�
、
虫
�

� � �

式中各矩阵都可表示为类似如

冲�

习

�
�

「
� 尸 月尸

�
’

� � �
, � � �

月尸
一

…
� � 。

�
� � �

�
�八

浮广����狡

这里分向量是向量尸对某元�
�

之偏导数
。

这样的偏导数都可以用向量 尸的时间 导数对该元的

时间导数的偏导来求
,

即

刁 � � , �

� � �
��

� 之摇

� 之�
� � �一一

一尸凡�乡

由图 �
,

手的位置向量可以表示为诸向量 反
�

和向量 � � 。� � � 。
之和

尸 �

艺 ��
�
�
� � “� 、‘� , , ““ ‘� ’� � � 、

其时间导数为

、
�

票
二

咎�
·

登
。

、 � 夕
�

女
·
二
� � �

一 五
〔之· � �

一 念
〔�

一

� � �

对右边括号中的第一项第三项求偏导有

“ � , �
,

…
, � �� � �

一

粤竺止
一

五
� � � � 〕 ,

�一 �
, �

,

…
,

� �川
刁 口 正 � 王� � �

括号中第二项及第四项为向量的时间导数
,

因为向量的导数可以表示为角速度与该向量的叉

积
,

万 � 石
又 万 � � � �

所以诸项可以展开并表示为
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�
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�
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�
�
�
。 二 �召

,
�
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� � �
�
�

。
�� � �

� � � � � � �  ! �  ∀ �

# ∃ #

 % &  % & �
∋ ∃

,
S

,
+ a

, 。a , :
+

0
:
S

:
)

a 2 3 a : 3

a 。: a o 7 =
( 0

:
万

,
+ a

: : a l :
+ … + a 。。a 。。

0
。
S
。
)
火 a 6 了a o 7

从式 (15) 及 (14) 中集项

(14)

(P 一 R
,
)

�
X

.

S
n付

一一0
,
5

1 义 〔5
25 :+ S :5 3 +

025 。 x 〔5
0
5
: +

0
。
5

6 又 a 。7 x a 6 7

… + 5
0
5
。
+ a 工Z a , 。 十 … + ao7a 。,

〕

… + 5
0
5
。
+ a o 3 a : 3 + … + aa, a o 7

〕= 0
:
S
: 火

( P
一 R

:
)

=
0

,
S
。 义

( P 一 R
a
) (1 5 )

式 (15) 中 R 工,

…
,

R

。

分别表示公法线
a。 。: + 」,

之起点 R
:
之向径例如 R Z= O 尸:,

这些向量

可由相应的若干S 及
a 之和求得

,

同样还有

al:a , : x
( 5

2
5

:
+

5
0
5
。
+ … 干 5

0
5
。

+ a : s a 2 3 + … + ao7a。,
)

= a
, : a , : x

( P
一
Q
:
)

a z 3 a :3 又 ( 5
3
5
3 + … + 5

0
5
。
+ a 3 、a 3 ‘

+ … + a
e7ao7) = a

:3a :3 又 ( P
一
Q
:
)

a 。: a 。: x
o 二 a :3 a 。: x

( P
一
Q
7
) ( 1 6 )

这里式 (16) 中认
、

万
3
…乐分别表示各公法线

a ‘ 、: 十 , ,

之终点Q
:, ,

处之向径
,

例如 认
二
石玩

,

它们也可由若干歹及万作和求到
,

几藏
7
之终点Q

7
向径即等于万

。

顺便提到
,

因为机构 的位

置己知
,

S 及
a
是当作已知参量

。

归纳(15 )
,

( 16 ) 两式
,

式(9) 可以表示为

6

(S :S :
一

卜 a ‘ 、: + , , a : 、: + 1 ) + 口
:
S
:x
( P 一 R

:
)乙�一一一尸

+ a ‘ ( ‘+ 1 ) a 忍 ( ‘+ 1 ) X ( P
一
Q
:十 ,

) ) ( 1 7 、

因此还有

a 尸 = S : x ( P 一 R
:
)

,

a
0

Z
=

1
,

2
,
……

,

6
七
1 8 )
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a 尸

乡 a ‘ (g + 工)

= a : ‘: + 1 , 又
( P 一

Q
:+ ,

)

,

( 1 9 )

�

这样导出了计算机器人手的误差表达式中所有需要的误差传递偏导函数
,

同时我们指出
,

这

里所有偏导即为此开式练机构的一阶运动影响系数记以 〔G 匀
,

这样式 (5) 也可写为

刀 p = 〔G 蛋〕{才S } + 〔G 言〕{刀
a
卜 〔G 子〕{J O } + 〔G 誉〕{才 a } (20)

式 (20 ) 中各矩阵皆为3
x 6纯量阵

,

四
、

手的姿态误差

夹持器 (手)在空间的姿态可以用固定其 l二的坐标系之方向余弦表示
。

此局部坐标系之Z

轴与S
,

重合
,

X 轴与ae
7
重合

,

y 轴则由Z 与X 之叉乘积决定夕
二 z 、 x

,

所以决定手的姿态仅

须向量 几
,

及 5
7
之方向

。

因为已经求得空间点的向径式及其误差表达式
,

因此向量 aa ,
及5
7

都用两个点的向径差来表示是很方便的
,

a 6 : =
( P

一 R
。

) /

a o 7

( 2 1 )

5
7 二

R
, 一

P

姿态的误差也可用 几
,

及5
7
的误差来表示

,

图2

了 a o7 = (了 P 一 了R
。

) /
a 。了

刀 S
, =

J R
, 一 刀 P (2 2)

图2中表示 了 几
7
的误差刀 几

,

与J 尸及万尸
。

的关系
。

手的新姿态可由向量 几
, 产

及S
:/
决

定
,

5

7

图中未画出
。

a o 7 产 = a 。, 十 刀a
。,

址习
“

“R‘
户

乙用 R‘

_ _ 一 (23) 图 2

5
7‘ =

S
,

+ 刀 5
7

决定手姿态的新坐标系就可这样确定
,

下面就是要导 出了万
。,

‘

了1’t
,

以求J 命
、

了反
。

这里我

们直接给出通式
,

按式 ( 1 ) 对R
.
有

一a刀4)
护
JLO白

�lesles
ee了
t 、

J
R

S

{畏
{
旅卜

{些 {
{。万卜

、
a a

{

旦些{
‘J 万}十

一
a 口

一
「粪

住

其中偏导数仿式 (8) 至 (19) 可表示为
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a
o

:

=
S

: x
( R

。
一 R

:
)

, 当 l= 1 ,
2

,
…

, n

a
R
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)

,

当 l= 1 ,
2

,
…

,

(
n 一 1 )

当 l= n 。

( 2
5
)

只需将
n = 6或

n 二 7代入式 (24)即得J R
。

和 J R
, ,

这样几
,

之偏差可求

J a
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/
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一

一尸一。

G

二

「祥
一 ““

}

“、
尸一 R 6

G _ {刀
a } 干 {刀 0 }

·

{

。

乓
一 R ‘

〕
‘“万} (26,

、

l

.
sej r‘es
..I
J尸一 R

。

尸 一 R

G _

S

是相应两分矩阵之差为

=
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J

阵矩中其

同样5
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之偏差为
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在上述误差分析中包括了原始结构误差及原始输人参数误差两部分
。

如仅要求计及原始结构

误差
,

则只须要使相应的输人运动参数之偏差为零
,

例如
,

当六个运动付皆为转动副时
,

就

可以让刀 0
= 0 ,

即J O = {00 0000 }
, ,

代入
。

上述公式形式不必改动
。

如机构 又有转动副

又有移动副
,

只要令J O 及万S 中相应顺序位置上之分量为零代入即是
。

从上述分析可以看

到
,

所有误差传递 函数矩阵是机构的位置函数
,

当手臂位置改变时
,

偏导矩阵也将改变
。

若机器人手臂之 自由度不为6时
,

则上述公式可推广到一般形式
。

手的位置偏差之表达式

仍为式 (20 )
,

姿态偏差也仍为式 (26 ) 和 (28)
,

只需以R
,

代 R
。

和R
.十 :
代R

,

即可
。

式中的偏

导数矩阵为
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l= 1 ,
2

,

… 1:

a 尸

口口g (l+ z)
= 口‘ ( l + l )

l
=

l
,

2
,

…”

爵
=
瓦
/ (万

一

而 =1,
2

,

… 1雷

a 尸
Ja 忍 (王+ l )

== a , ( : + 1 ) 义
( P

一
Q

‘+ 1
) l

=
1

,

2
,

…1: (29)

其余的偏导数见式 (25)

五
、

补偿误差的计算

如通过理论计算或实际测试
,

得到机器人运动过程中某时刻手的位置误差了尸及姿态误

差J 几
7
及J S

7
的数据

。
,

为使机器 人工作精确
,

可以对反馈回来的这 个误差量设法予以补偿
。

可以采用的补偿方法有多种
,

可以在手臂系统中间某个环节中插入一个 6 自由度的微型补偿

器
,

这可以是一个平行 6 回路 6 自山度机构
; 也可以在原手臂中选定另外 6 个结构参数

,

如

a , 。; 二 1 , ,

l
=

1.
二 6

,

设计为可驱动的
; 当然也可以直接让原来的 6 个原动件0

‘,

l
=

1

,

2.
二 6

,

以

6 个附加微量转动J 口
:
来补偿

。

这 里我们以第二种办法
,

即使诸a
, 。: * , 。

角被驱动以补偿手的

误差
。

这样就应计算一下各个角
a 。 :: 十 」。

的增量应等于多少
。

决定手的空间位 置和姿态理论 卜

只需 6 个条件
,

因为三维空间的物体有 6个 自由度
。

而这里有
__
二个误差向量J 尸

、

了 几
,

及

万瓦
,

所以这九个纯量分量中仅 6 个是独立的
。

这样手的位 置
、

姿态与6个a
:、‘、 ,

角的 调 整

补偿增量的关系有

刀P = 〔E
,

〕{ 刀 a } (3 0)

其中J 户表示手的位置及姿态的六维向量的增量
,

此六维分坡可在 L述九个分量中适当选取
,

比如
,

可以有

J P 二

厂一 J 尸
l _ 才a

日7 苦

1

一 才 “ “, ’

一
J S

7二

( 3 1 )

当J 万i句量选定
,

矩阵就〔E
,

〕就应该是由相应刀户各分量的对应于才
a
的偏导矩阵的相应行

构成的6
x 6矩阵

,

对应刀尸 有如 (31) 式有
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_
尸

G _

... ... . .. ... .. .
……
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!

尸一 R 6
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(32)

尸 , 一 尸

G _ 3 ; { 6 X 6

广11
.
尸.,11巨产1.lesl

一一
勺J

E
尸!

其中符号〔G 〕
‘; 表示相应矩阵的第 f行的行向量

,

下标中分号
“ , ”

前的数 目表示行号
。

因

此在手误差给定求补偿值时
,

只须求方程 (3 1) 之逆解
。

{ J
a

}

= 〔E
,

〕
一 ‘

{ J P } ( 3 3 )

这里〔E
,

〕矩阵不为奇异阵
。

当然此补偿并不一定都选 a 角
,

也可以选不同种类的六个结构参

数作为补偿的输入量
,

此时只须以相应输入补偿量在偏导数矩阵中对应的行向量拿出来去组

成E
,

矩阵
,

同样求解
。

当然做为补偿微调不希望过于敏感
,

所以前述的第一种调节方案较为理想
,

将 6 自由度

微调器尽量靠近手臂的 自由端
。

同样理由
,

从式 (25) 及 (29) 看到
,

同样大小的原始角度

误差
,

越靠近固定端影响越大
,

这在设计时应予以考虑
。

六
、

结 论

本文导出 了机器人手臂的运动误差对于原始误差的表达式
。

着重推导得出的关于各个不

同的原始误差的偏导数计算的公式
,

有统一的形式
。

且公式简明
,

特别易于应用电子计算机

计算
。

该统一公式形式同时适用具有不同自由度的机器人手臂的误差分析
。

补偿误差时将补

偿输入参量选的靠近末端较好
,

补偿量由所给公式可以计算
。

附录
:
方向余弦泞

,

及
a ‘ 〔‘十 l。

的计算

当机器人手臀
,

图 1
,

的诸结构参数及运动参数S
:、 a , ( , + )

、

O
: 、

a , ( :
妇

,

已知时
,

固定坐标系如图 1

(l十 1 ) 、

+l

尤
+]

选取
。

在每个构件上置动坐标系
, z

轴 与了
‘
(万

‘ 、

Y
: 、

z
:
) 重合

, 、轴与 云

Z , 。, + , )
) 重合

,

则有共原点之旋转矩阵

1)1)1)·+十十
Z
王l亡(((

7

’
: 二 〔a : (:+

1)

r,
X

‘ ( z + t )

= :
Y

: ( : + 」)

气
、

2

2 ( : +
1

)

厅 ‘ X a z 〔‘ + 1 )

y
1
2

:

Z
‘
X

,

X

I
y

:

S
: 〕

X ‘
、

Y

:
‘

Z

:

} Y

‘

式中 !丫 :z ‘ 。: + : 。
}
=

}

,

Y

‘ ( : + 卫 )

=
Y

,
Z

一 Z
‘
y

:

这样
,

S
:

为(001)
,

a , :

为 (eo
ss; sin口,

0 )

,

S
:

及a
:3
之方向余弦可以计算
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