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采用法布里
一拍罗干涉仪泌最激光

性

线宽的卷积分析 一
( , 、 一

张铁军 陈 方 朱文娱

摘婆
∀

本文讨论一个基本的光学问题
。

采用法布里—
泊罗千涉仪透射函数的 卷 积

方程详细分析了法布里—
拍罗千涉仪在人射激光存在一定线宽的条件下透射函数 的 特

性
。

由于仪器函数的自身线宽及其周期性的加宽作用结果
,

导致透射函数的半峰值 线 宽

受到加宽
,

可见度下降
。

因而采用透射函数的半峰值线宽测量入射激光线宽的方法 是 不

严格的
,

仅在一定的条件下才适用
。

本文给出了采用透射函数的半峰值线宽侧量人 射 激

光线宽的方法所应满足的约束条件

关键词
∀

法布里一
一拍罗干涉仪 ) 透射函数

一
、

引 言

法布里—
拍罗干涉仪的仪器函数与入射激光的线型函数之间的相互关系是一个基本的

光学问题
,

通常是将入射激光的线宽视为极窄的极限情况进行分析
〔”

。

而实际的人射激光都

具有一定的线宽
,

既可以是单一中心频率分布
,

也可以是多个中心频率分布
,

对此类实际情

形的分析目前尚不完善
【” ,

而此类问题恰是使用法布里—
拍罗干涉仪进行激光线宽测量的

理论基础
。

本文试图从表征法布里—
拍罗干涉仪透射函数的卷程方程出发

,

讨论入射激光具有一

定线宽的情况下
,

透射函数所应具有的特性
,

同时对已有的采用法布里—
拍罗干涉仪透射

函数的半值线宽测量激光线宽的方法
〔”作出原理上的评价

,

并给出了采用该方法应该满足的

约束条件
。

二
、

卷积方程及其定性分析

对于光强为∗ 。,

频率为
+ 的单色激光入射到法布里—

拍罗干涉仪上
,

其透射函数∗
。 , ,
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式中各个参量的物理意义及其表达式见表 %



衰 % 坦射函数 ∗
。 , ‘

各今, 的物理意义及其裹达式

自由光谱范围 仪器线宽

才 + 尸

精细常数

3 + , , ,

4 3 , ,

共振频率
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共 焦 型
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< 刁 + 尸 习 月

表中
∀ , ∀

反射镜之间介质的折射率 ) 8 ∀
万反射镜的反射率 ,

, ∀
反射镜的曲率半径 , 3‘

二平面反射镜之间的间距 )

。 ∀

正整数

对于中心频率为+ 
尹 ,

光强为∗ 。∋, 。尹− ∀ ,

线宽为刁
+的入射激光

,

经过法布里—
拍罗干涉

仪后
,

透射函数∗=
。 ,

满足
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− ∋ : −

∋ : − 式就是法布里—
拍罗千涉仪透射函数的卷积方程是本 文 分析的基础

,

其中 ∗
‘
∋, 。,

, − > ,
。

, 万%
、

∋
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卿奥今
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∀

∋典旱业一−2
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, , 。‘− 为入射激光的线型函数
,

其具体
Β Χ 兀刀 Δ 尹 , 、

习 梦 , ; Ε 3 3

形式见表 :
。

表: 钱型函教的不同分布形式

分 布 形 式 线 型 函∗数 的 表 达 式

当入射激光线宽 才九 ∋刀 , 刀

−《才, ,

时
,

∗⋯ 反映的主要是仪器函数
)

∋刁九− 》才 , ,

时
,

∗, 二 反映的主要是入射激光的线型函数
。

由 ∋ : −

而当人射激光线宽刁
+ 。

式给出的卷积方程一般

不存在显函形式的表达式
,

但至少可以有如下两点解析分析
∀

%
,

当已知透射函数 ∗ 二 ∀

及仪器函数∗
‘

或线型函数≅之一时
, 可用Φ = Γ 9� Η9 变换求出另外

一个函数的理论解
。

比如
,

已知∗二
,
∋, 。, , + 。

−
, ∗ ‘

∋+
。
−

,

则线型函数
≅ ∋, 。勺 满足以下关系式

∀
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如果线型函数具有极窄的半值线宽
,

那么仪器函数可近似展为Β =9 Η 0场形式
〔” ,

由

卷积方程可得
∀
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Β = 9 Η 0 Λ Μ 分布的形式
,

的 不 同 形 式 而 不 同
∀

当 ≅ ∋+
,
晰

Μ
− 为 Β = 9 Η 0 Λ Μ 分布时

,

∗=
‘ ,

也具有

∗
。 “ ,

的半峰值线宽为 刀+ , Ν 3 九 , 当 ≅ ∋+
,

巩 4 − 为 Ο Ε Γ
,

洲 分布时
,

∗
。 。 ,

具有福克脱函数分布的形式
,

设有解析显函形式
。

由卷积运算的特性
,

仪器函数 ∗
‘

∋, 。− 与线型函数 ≅ ∋+
。‘

− 卷积结果就是其中一个函数使

另一个函数受到平滑并且得到加宽
。

由于在实际的入射激光线宽内不 同频率成份经过法布里

—
拍罗干涉仪后的透射强度的迭加

,

导致实际的透射函数 ∗
。 。 ,

上的每一点都不是由单一频

率成份组成
。

法布里—
拍罗干涉仪的仪器函数 ∗

‘

∋+
。

−的作用就是使集中于人射激光线宽内

的能量重新分布
,

但是总能量不变
,

直接的结果就是透射函数 %
, 。,

的半峰值宽度总是大于线

型函数的半峰值宽度
。

进一步而言
, ∗

。 “ ,

的极大值总是小于∗
‘

的极大值
,

而才
。, ,

的极小值又总

是大于∗ ‘

的极小值
,

可见度下降
,

这也正是能量重新分布的结果
。

还应注意
,

仪器函数为频

率的周期函数
,

这种周期性也会导致入射激光能量的重新分布
。

由此定性分析可知
,

由透射

函数的半峰值宽度测量人射激光的线宽在理论上来说是不严格的
,

它只是一种近似方法
。

三
、

数值计算结果及分析

假设
+ 。 、 , 。

分别为计算时所用人射激光的最低频率和最高频率
,

才+ 。

为计算时所用的频

率间隔
,

线型函数 ≅ ∋, , , 。4 − 可以角数值计算形式
‘

州
, ,

+= Μ 》代替

 ∋+ Π ,
,

或
, Θ + 。−

≅ ∋+ , + 。4 − ∋+
。
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于是卷积积分方程可以用卷积求和方程代替
∀

‘一 ∋

一
−澎

众
, ∋一
小 ∋旦鲁器−

’ ! %二
/瓮淤

互
−2

一 ‘。 ·。 ∋ ! −

其 中

一
十

∋�Ν 扣
。,

Σ> ‘0Λ ∋毛淤竺−
,

‘0Λ ‘表示取整
。

为了提高计算精度
,

减小由

夕∋, , + 尹− 截断以及连续函数离散化而带来的误差
, Σ应取愈大愈好

,

亦即应提高+, Τ , 。

及减

小刁+ ,
但 万

‘

的选取只要能够保证计算精度即可 , 以尽量加块运算速度
。

%
,

单一中心频率分布

卿给出了单一中心频率分布情形的计算结果曲线
,

元一 乙一4, 。 ,
。

·

即幅值是对透射函

数最大值 ∗
。 。 , 。。规一化的

,

图% ∋Ε , Υ−为 Ο Ε Γ ; ;分布情形
,

∋Η ,
ς − 为Β = 9 Η 0 七∀ 分布情形

,

在

∋Ε , Ω −中才
+ , Ε Ε 二 Ξ ! Ο Ψ 1 ,

刁+ 9 二 1Ο Ψ 1 ,

在 ∋Υ
,
ς −中才

+ , 二 Ε > % !   Ζ Ψ 1 , 刁 + , 二 1= Ζ Ψ 1 。

不论

是Β = 9Η 0 你分布的线型函数还是 Ο Ε Γ ;。分布的线型函数
,

随着入射激光线宽的增加
,

透射函数

的半峰值宽度也增加
,

同时透射函数的可见度降低
,

当可见度小于7 4 [ 时
,

透射函数∗
。 , ,

已不

存在半峰值宽度
。

对于Β = 9Η 0坛分布的线型函数
,

透射函数的半峰值宽度才
+ 。 , ,

− 刁
, ∀ Ν 刁 , , ,

且刁九愈大
,

刁,
。 。 ,

与 刁 ,
‘ Ν 刁+ ,

的差别也愈大
。

而对 Ο Ε Γ 朋 分布的线型函数
,

刀+ 。 、 ,

满足
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透射函数∗
。 , ‘

同入射激光中心频率与法布里一拍罗千

涉仪共振频率之差
+ 。 一 + 。产

的关系曲线

刀+ 刀

Π 刀+ 。 , ,

∋ 了刀巧
“ 十

历尹
,

并且 刀卜
。。 ∀

更为接近了刀
+ 。 “十 刀外

“ 。

因此
,

不论何种线型函

数
,

由于法布里—
拍罗干涉仪仪器函数自身的线宽及其频率周期性的加宽作用结果

,

使得

透射函数 ∗
。 , ,

与频率之间的关系比较复杂
,

直接由透射函数的半峰值宽度实际上并不能真正

获得入射激光线宽的准确信息
。

文献
Λ”中谈及的扫描干涉仪测量激光线宽的方法在原理上是

不严格的
。

数值计算表明仪器函数近似展开为 Β = 9Η 0 Λ Μ 分布
〔‘ 〕,

由于忽略了仪器的周期性因而存

在一定的误差
。

对于 Β ⊥ 9Η 0 Λ Μ 分布的线型函数
,

实际的透射函数同将仪器函数展为 Β = 9 Η 0 七么

分布的近似计算结果差别很大
,

尤其是当入射激光线宽可以同法布里一拍罗干涉仪的自由光

谱范围相比拟时
,

透射函数的半峰值线宽明显大于人射激光线宽与仪器函数线宽之和
。

但对

Ο Ε Γ ;; 分布的线型函数
,

采用这种近似得到的透射函数的半峰值宽度同非近似的结果差别在

很大范围内并不是很大的
。

图 [ 给 出了采用Β = 9Η 0 Λ Μ
近似与无此近似情况下的关系曲线

,

图

∋Ε − 为Β = 9 Η 0 七Μ线型函数情形
,

图 ∋Υ − 为Ο Ε Γ = ;
线型函数情形

,

图 ∋Ε , Υ − 图中
Ε
为数值

结果
,

图中Υ为仪器函数取 Β ⊥ 9Η 0 Λ Μ 近似的结果
,

其余参数同图 % 中 ∋Ε ,

Ω−
,

:
,

多个中心频率分布

对于多个中心频率分布的情形
,

线型函数可以用下式表示
∀

夕∋+
, + ∀ 4 , + ∀ 4 ,

⋯+ Α ,
− 二 乙 夕

。
夕。∋, , + ‘,

−

其中 ≅
‘

为振子强度
,

而 ≅ 。∋, ,

叭
了
− 为单一中心频率的线型函数

,

它满足
∀

≅
。
∋, , + ‘,

− >

]夸 /∋夸−
“· 〔

一
‘ 一 “ 一 , , ‘二〕“

2
一 ‘

∋对 Β = 9 Η 0 七Μ 分布−

]
,

一

华一 ∋坦 −女
Η ϑ Κ

之3 梦刀 Χ 兀 4

一 6 ∗0 1 ϑ
卫
竺弓器

丝也−
’

〕
∋对 Ο Ε Γ ; ;分布− ∋云> % ,

其中
, “二 ,

 , 一 ∋￡一 % −刁 , ∀ ,

刁+
,

为中心频率之间的间距
。

于是卷积方程

: ,

⋯ _−

∋ : −
一

可以变为
∀
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,

通艺 , ‘
9
‘
∋+ 。− Α ,

。
∋+ ‘’− ∋ & −

即透射函数为每一中心频率的线型函数与仪器函数的卷积之和
,

图 [ 给出了多个中心频率情

形的计算结果曲线
,

刁+

一 :  Ζ Ψ Μ ,

线型函数均为 Β = 9Η 0 七Μ 分布情形
,

此 外 刀为
, , 二

% !  ⊥Ζ Ψ Μ ,

刁 , , 二
: Ζ Ψ ∀ ,

3 , ∀ > : Ζ Ψ Μ 。

由干不同中心频率的卷积迭加结果使得透射函

数又具有多模加宽
。

[
,

透射函数的可见度

可见度 5 二 ∋Μ
。 ‘ ∀ , 。 ‘

一了
。 , , , ‘。

−八∗
。。 , 。 。

一∗
。 , ∀ ,。 ‘。

−
,

图 6 中给 出⎯ Β = 9 Η 0 Λ Μ分布与Ο Ε Γ ; ;
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图 : 透射函数数值计算结果与Β = 9Η 0 坛 近似结果的比较曲线
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∋Η − ≅ ∀

∋Ε 、五个模
∀

二  
,

Ξ � : >  
,

�

∋Υ − 三个模 ) ∋Η − 二个模

图 [
,

多个中心频率分布情形的计算结果曲线

∋Υ − 刁
, ) , , > % !   Ζ Ψ Μ 刁

夕 Φ 二
:  Ζ Ψ Μ

Ε
‘

Ο Ε Γ ; ;线型函数 ∋Υ − Β = 9 Η 0 Λ Μ 线型函数

图 6
,

可见度5与入射激光线宽的关系



一 : [ 一

分布两种情况下可见度 Ω 与入射激光线宽之间的关系曲线
。

其中 ∋。 , 的 分别对应两种不同

结构的干涉仪
。

由曲线可知
,

不论是 Β = 9Η 0耘分布还是Ο Ε Γ ; ;分布
,

每一种特定的线型函数

都具有相应固定的可见度分布规律
,

图 6 中的 ∋Ε
,

Υ− 两种不 同的法布里—
拍罗干涉仪对

应着相 同的分布规律
。

在可见度与入射激光线宽的关系曲线上
,

存在一个近似线性区域
,

该区域中可见度随激

光线宽呈近似线性变化
,

灵敏度最高
。

线性区域的上限和下限分别反映了法布里—
拍罗干

涉仪所能进行激光线宽侧量的灵敏区域
,

而线性区域之外
,

法布里—拍罗干涉仪对入射激

光线宽的变化不敏感
,

不利于进行线宽的测量
。

所以
,

从可 见度曲线能够确定不同法布里—
拍罗干涉仪测量激光线宽的范围

。

对 Β = 9Η 0 ΛΜ 分布的线型函数
,

其可见度曲线非常接近一种 Β = 9Η 0 Λ Μ 分布规律
,

可以用

以下的经验公式表示
∀

5 二

/−
% Ν

髻
刁+ ,

才Κ ) 。 β

〕厂
, ,

了 刀+ ∀
Χ
“

〕%
一 ‘

」Β
工 十 、历几命厄二万歹于− 」3

亦即
∀

脚一 5势
生 一 “外−丫4 %

7‘ 一 : ,
才

, 。 、 么、一 �

Η /
% Ν

夸∋弓器牛 − /
气 ‘3 、 ‘奋3 护 , 刀刀

产

口

∋ Ξ −

, 图 6 ∋Ε− 中上的虚线曲线Υ, 就是由该近似公式计算得到的
,

这一经验解析解近似与数值计

算所得到的结果相吻合
。

但对于Ο Ε Γ 韶分布的线型函数还不能发现相应的经验解析公式
。

四
、

约 束 条 件

按照以上的分析
,

采用法布里一
拍罗干涉仪透射函数的半峰值线率测量入射激光的线

宽仅仅是一种粗略的近似方法
。

入射激光的线宽刀
, ∀

∋刁 , 。
−
、

透射函数的半峰值线宽刁
, 。
二和

仪器线宽刀粉
’〕

可以用下列关系近似表示
∀

刁 , 二 澎刁+ = 。 ∀ 一 万+ 二

∋Β = 9 Η 0 Λ Μ 分布 −

刀 , 。 郊 侧万公
,

瓜)丁刁不护 ∋Ο Ε Γ “;
分布−

∋ χ −

∋ � −

但式 ∋ χ −
、

∋ � − 成立是有条件的
。

当人射激光的线宽才
” ∀

远远小于或大于仪器线宽刁+’时
,

都将破坏 ∋ χ −
、

∋ � − 两式的正确性
。

因此
,

有必要建立采用法布里—
琅罗千涉仪透射函

数的半蜂值线宽测量入射激光线宽的约束条件
,

或者说使 ∋ χ −
、

∋ � − 两式能近似成立的条

件
,

从而使由这种方法测得的激光线宽能够准确地反映其真值
。

%
,

对于法布里
—

拍罗干涉仪的透射函数而言
,

当其极大值∗
。

⋯
。 ∀

为极小值∗
。 , ∀ 。 ‘,

之

两倍时
,

已经不能反映出透射函数的半峰值线宽
,

半峰值线宽
丁

已被低的可见度所掩盖了
。

因

去 此
,

为能够由透射函数的半峰值线宽测量出入射激光的线宽至少应满足
∀

∗
。
二 。 , 二

4 ∗
。
二 。 ‘,

Θ : ∋%  −

:
,

当入射激光的线宽可与法布里—
拍罗干涉仪的仪器线宽相比拟时将会对人射激光

耽桃耕
用

。

按照
翩卿

,

当满足 ,
。
二 。 。 ∀

4 ,
。 , ∀ 。 ‘,

》纂时
,

法布皇一。罗干
耀

仍



一 : 6 一

然能够分辨出两个极大峰值
,

相应地着最小可见度亡
, ‘,

兀恋一 息
一 兀“ Ν ; ,

因而按照瑞利判据能够分

辨的最大可见 度 5
。 。 二 “ % 一 5

, ‘。 > % &

汀么 Ν χ

。

据此应有下列条件成立
∀

一 兀 : Ν : 6
才二 ‘ 。 ·

“ 诬。 · ‘ , ‘·

飞下不飞
一 ∃ ∋% % −

[
,

不论是Β = 9 Η 0 Λ Μ 分布还是 Ο Ε Γ ;; 分布
,

在可见度与人射激光线宽的关系曲线上存

在一个近似线性区域
,

亦即 5
, ‘。 。

∋ 5 ∋ 5
, , , 。 ,

5
, ‘。 。

与 5
。 。 二 。

分别为线性区域的下限和上

限
,

相应地有
∀

% Ν 5 , ‘二 。

% 一 5
, ‘, 。

簇 ∗
。 , ∀ 。 。 二

4 ∗
。 。 ∀ 。 ‘。

簇
7 Ν 5 , 。 二 。

% 一 5
, 。 ∀ 。

∋% : −

在这一区域内
,

透射函数的半峰值线宽对于待测激光的线宽最为灵敏
,

因而有利于激光线宽

的测量
。

由图 6 ∋Ε
,

Υ− 两种计算结果可知
,

可见度为线性变化的范围为
∀

 
,

!∋ Ω 镇  
,

�,

相应地看
∀

[∋ %
 , ∀ , 。 二

4 %
 , , 。 ‘。

镇 % � ∋% [ −

综合以上的分析
,

为了能够较为准确的测量 出激光的线宽
,

透射函数的极值应该满足
∀

二 ∋ 几
, ∀ , “4 % 

, ∀ , ‘。

簇 &二 ∋% 6 −

这就是采用法布里—
拍罗干涉仪透射函数的半峰值线宽测量入射激光线宽所应满足的约束

条件
。

透射函数的极值 ∗
。 , ∀ 。 。二 、

∗
。 , , 。 ‘,

均为实际中可测的量
,

因而这一判据具有较强的实用

性
,

并为较为准确地测量激光的线宽提供了依据
。

五
、

结 论

传统的由法布里—
拍罗干涉仪透射函数的半峰值线宽来确定人射激光的线宽是不严格

的
,

它只是一种粗略的估计方法
。

本文证明了采用这种测量方法必须满足必要的约束条件
,

才能由半峰值线宽测得入射激光的线宽
。

透射函数的极值约束条件为使用这种方法准确地测

量激光线宽提供了实用
、

方便的客观判据
,

从而进一步完善了这种测量方法
。
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