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工程中的类复向量法

赵国文

吉林职业师范学院机械系
,

长春

摘要 首先介绍由作者定义的类复向星的基本理论
,

然后给出类复向量矩阵和基
变换矩阵

,

最后给出闭链
、

开链类复向童矩阵方程
,

并指出这茜类方程在工程计算上的

应用实例
。
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前 言

现代工程中的主要数学手段之一是方向余弦矩阵
,

它在需要坐标变换的场合颇为有用
。

而

且方向余弦矩阵是正交矩阵
,

用起来很方便
。

然而利用方向余弦矩阵解决工程计算问题
,

坐标变换次数太多
,

被变换的向量太多
,

甚

至有些向量被多次变换
。

而且多个矩阵连乘
,

运算过程相当繁琐
。

义因矩阵乘法不满足交换

律
,

所以容易导致计算 卜的失误
。

复向量的旋转具有坐标变换的功能
,

描述其旋转的幅角的变化就相当于二阶矩阵
。

因此
,

复向量已成为平面工程问题计算的厂
‘

泛应用的数学工具 〔
’,
”

,

“·‘口。

有人试图用复向量解决空问问题困
,

也有人试图用一种类似于复向量的三维向量解决空

间问题困
。

可惜他们都只能解决极特殊的问题
。

在总结他人成果 , 二的基础上
,

作者定义了类复向量 司像复向量一样
,

类复向量的三个

幅角 绝对欧拉角或相对欧拉角 的变化
,

也可代替坐标变换
,

从而可以完全或大部分消除

坐标变换
,

使计算过程明显简化
。

当问题非常复杂无法避 免坐 标变换 时
,

作者巧 妙地利用基变换高效地取代坐标变

换 ”
,
”, ’“

,

”
, ’”〕,

这也是简化计算的原因之一
。

类复向量基本理论

类复向量的表达式

在三维正交右手坐标系内
,

从坐标原点射向空间任意一点的类复向量可表为队
,

叼
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一

十 摺 耽
、

轴的基 即单位数式中

万二

、
, 一 了二万

、

、一

—依次为
二

、

梦
、

—依次称为第一实部
。实部

、

虚部
、

第二实部 实部

因为 龙一 比 ‘ , 十 二 二 、 刀
,

即三维向量 万总可表为括号内的复向量与一

个实向量的和
,

所以该三维向量的两维构成复向量
,

一维是实向量
。

由于该三维向量的主体

两维之和 是复向量
,

而整体 又不是复向虽
,

因 叮称之为类复向量
。

此处的
“

类
”

是类似

的意思
。

由 式知 当 一 。时
,

万一 公
‘ , 是 , 。 面上的复向量 与

二 二 时
,

万 、 刀 是

, 二 面上的复向量
。

因此
,

复向量是类复向量在某一实部为零时的特殊情况
。

以进动角 。
、

章动角 丫
、

自转角 日这三个欧拉角给定类复向里花的空问方位
,

以 刀 表示 花

的模
,

则 式可改写成

刀 左〔‘ ‘ 刀一 刀
, 夕 孟 ‘才 刀十 “ 刀 夕 十 刀 ,,

〕

三个欧拉角 。
、

丫
、

日也称为类复向量的三个幅角
。

如果在
。
面 卜实行复向量运算

,

那么 式改写成

万一 。 、

瓜哥不厂而万石不
, , 一“

‘ , ”一
,、 、 刀 , ,

、 、

式分别是类复向量的代数式
、

三角式
、

三角一指数式
。

代数式和三角一指数式的理论意义大
,

三角式的实用价值高
。

类复向量的运算法则

把类复向量的相等和共扼也视为运算一起介绍

相等

如果有

一 二 十 、 ‘

伙
‘ , , “

一左左

且当
、

夕 一夕
、

加 法

一 时
,

则有 万
、一龙。

。

反之亦然
。

几 左 十 犷 十 犷 名 二

式中 万 和 龙 由 们 式给出
。

加法满足交换律和结合律
。

减法是加法的逆运算
。

乘 法

这里我们只规定类复向量的数性乘法运算
。

为此规定基的数性积

少少

左无

于是类复向量的数性乘法为

二 产

一 少艺

日 “

无少

乙左

乙 一 夕

一 汗 一

无乙 一

式中汀
,

和 浦 由

斤 左

刁

一 梦 少 之 少 即 十 犷 梦 夕 之一

式给出
。

数性乘法满足交换律
、

结合律和分配律
。

除法是乘法的逆运算
。



么 共扼

如果有

几 一 临 ,歹 无名

刀 擂 一 月 无

则称 花和贡互为对方的共扼类复向虽
。

显然共扼类复向量的模相等
,

等值反
一

号
。

类复向量的性质

已揭示出类复向量具有 个性质队 川
,

即下述 个定理

定理 共扼类复向量之和为实数
,

且等于两实部之和的 倍
。

即

十 几 二 , 名

定理 共扼类复向量 数性 之积的实数
,

且等干模的平方
。

即

左左 入

定理 和的共扼类复向量等于各个共扼类复向量之和
。

即

且对应实部相等
,

虚部

兰 士 亡生 百
十 几 亡, 十 斤

定理 峨 数性 积的共扼类复向量等于各个共扼类复向量之 数性 积
。

即
飞 匕 兰 兰
刀 刀 一 几 刀

利用前述基本理论不难证明这四个定理
。

类复向量的旋转
月 由绝对欧拉角描述的旋转

我们称类复向量在绝对参考系里的欧拉角为绝对欧拉角
,

以 。
、 、

日表示
。

式就用绝

对欧拉角描述了类复向童的旋转
。

对于空问机构和机器 人
,

选装在机架向量上的定坐标系 二 , 就是绝对参考系以 。
、

‘。
、

”
、

’ 〕
。

如果工程问题的全部类复向量的绝对欧拉角都可直观确定
,

则完全消除了坐标变换
。

魂 由相对欧拉角和基变换描述的旋转

当某些类复向童的绝对欧拉角无法直观确定时
,

则在适 当位置上 加装相对参考 系
。 ,

然后直观确定这些类复向量在
二 。歹。 。 ,

里的欧拉角
,

即相对欧拉角
、 、

氏
。

显

然相对欧拉角描述了类复向量在相对参考系里的旋转
。

以
。 、 , 。

、

、。 表示相对参考系的 二
。 、 ,

, 。 、 。

轴的基
,

它们与绝对参考系的基
、

在以下关系
‘,

一
‘ “ ‘,

一 ‘
、

少 ‘。 ,

” ‘
卜

,‘ ’

,

, ’ 一 ‘ “
, · ’‘ ’ “ “、 ” ’ 无 , , ’‘ ,

左,。 ‘ , 。 , 咨 夕 。 ,

十
。 ,

、
无存

式就是基变换一般公式
。

它描述了相对参考系对绝对参考系的旋转
。

这样
,

如果以 ‘、
。 、 。,

, 。 、

刀
。‘

和 ‘
, , 、

,
, , 、
、们 取代 式里的

、

。, 、 刀和 ‘
、

,
、 ,

就算出了

位于相对参考系
。歹

, 。 。

里的类复向童在绝对参考系
工 歹 之 里的童值

。

这就是利用相对欧拉角

和基变换描述了类复向里的旋转
。

由于相对欧拉角描述了类复向量在相对参考系里的旋转
,

所以同样消除了在相对参考系

里的坐标变换
。

而且一次基变换就把处于相对参考系里的类复向量全都变换到绝对参考系里
,

这也比坐标变换的效能高
。



综上所述可知 类复向量方法可以完全消除坐标变换
,

即使在无法避免坐标变换 就是

必须加装相对参考系 时
,

也是用相对欧拉角消除了在相对参考系内的坐标变换
,

以及用基

变换而不是用坐标变换实现了相对参考系与绝对参考系之间的高效能的变换
。

因此
,

使计算

过程成几倍乃至十几倍地简化
。

类复向量矩阵和基变换矩阵

类复向量矩阵

为适应电子计算机的矩阵运算功能
,

左

可以把 式写成类复向量矩阵
、月几巨于以

几一一

式中 一类复向量 花 在绝对参考系里

是矩阵的转置符
一

号
。

基变换矩阵

为适应电算的要求
,

式可写成基变换矩阵

闰曰川倒
一一

阮卜隔呱

式中
‘

一由绝对参考系
二

到相对参考系 二
。犷。 。 的基变换方向余弦矩阵

,

其一般形式为
。 ,

。 。 ,

无。 ,

。 , 少

。 , ,

无。 , ,

, , 无

, 。 ,

。 ,

几卜沁比

一一

常用的基变换方向余弦矩阵

基本基变换方向余弦矩阵

规定对
‘
加的上标的含义为 第 个字母为绕第 个字母所代表的轴线逆时针转动的

角度
。

于是有
, , · , 口

认 “

网仁比
、

呼沁
华

“妙



「,
‘“ 一 刀

旧 一 日

复合基变换方向余弦矩阵

有
, ’,

山于基本基变换方 向余弦矩阵 犷
、

驴
、

护导出的常用复合基变换方向余弦矩阵
了 〕

句

分门

一
〔璐

‘ 名公 ‘ 犷。 ‘ 一 岌对二 厂
巴二

才 占

“

‘沼 占

‘ “ ’〔‘ 。声, 一 二刀材二
·

〔若

, “ 刀

‘才 月

刀

“ 刀

处︸一
·厂日‘卜匕

、 名‘ , · ,, 孟二 ’ 二 材二
,

二刀 二
‘

山

夕

厂
“ 一 〔‘ 刀 一 〕

,

〔活 少 一 “ 刀
,

‘才 ,,

十 声宜

‘名 刀 夕 一 落 下

二 赶才 夕 才 刀

若为顺时针转动
,

则相应的转角以 负值代入 各式之中
。

闭链类复向量矩阵方程

工程中许多问题可以抽象为闭链型类复向虽系统
,

如图 所示
。

由 个类复向量组成闭链

系统
,

为使可以直观确定绝对欧拉角的类复向量的数目增多
,

从绝对参考系
之 的原点把类

复向量分成左
、

右两个分路
。

假如右分路里的类复向量 龙 十 是无法直观确定绝对欧拉角的
,

则

在 万
。 上加装相对参考系

二 , , 。 阔 ,

然后直观确定 龙
。十 一底 的相对欧拉角

。

龙
,

的绝对欧拉角

无法直观确定或有意地不加确定
,

因为利用定理 可以消去它的绝对欧拉角
。

如果问题 比较复杂
,

也可能加装两个或三 个相对参考系
。

它们可按需安装在同一或偏同的

分路里
。

现仅就图 所示的加装一个相对参考系的情况
,

写出闭链类复向量矩阵方程
。

万“
, ,

、,几厂卜口
‘

庆

几万
,

一 乎‘舀曰
产一 十

日
、 岁

。 。

日
仁刀

’一“ ,

以」

式中 。
,

一某类复向虽 龙
,

的模
,

一某类复向量 龙
,

在绝对参考系
二 , 里的方向余弦矩阵

, , 、

一某类复向量 龙
,

在相对参考系 , 阴 , 。 。

里的方向余弦矩阵



办﹃

·

扣

川 ,

一

习 闭链型类复向量系统

汗
。 “ 一

叮
。 一 ‘ 久

· ‘

仁
叨 “ 爪

’“

含哗
“

, ·

十 气 ‘, ,

一夕
。

心 。 〕尸。

利用 琦 式或与其类似的公式可对任意空间闭链机构进行运动分析以
‘ 〕

。

火

勺、八
‘、一
、一

借、,、
、弋、考

一一一、

一

分
’

一一下
冷 开链类复向星系统

开链类复向量矩阵方程

也有一些工程问题
,

例如机器 人
、

机械手
、

步行机等运动计算
,

可抽象成图 所示的开链

类复向量系统
。

为了形成假想的闭链类复向量系统
,

所以从首类复向量 才的起点至末类复向量 凤
点引类复向量苏

,

此时的类复向量矩阵方程为

广一 艺“
,

艺
户一叨 十

的终

八日﹃

叼



式中的 矛相当于 们式里的 几
,

其他符 号的含 义与 们式相同
。

如果开链很长
,

也可能需要加装两 个相对参考系
。

这时 式还要复杂一些
,

但计算原理

不外乎前上述及的那些内容
。

利用 的式或与之类似的公式 可以对机器 人
、

机械手
、

步行机等进行运计匡
’“
、

” 〕
。
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