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光学 精密工程 ,

,

异或逻辑性质及伽罗华域算术运算的逻辑实现

王世昌
烟台大学数学与信息科学系

,

烟台

摘要 讨论了异或逻辑的性质
,

并以信息论的嫡函数论述了异或逻辑的效率 给出

了组合设计的异或化方法
,

然后讨论了伽罗华域算术运算中的异或逻辑
。
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引 言

模 运算在数学
、

逻辑学
、

计算机科学
、

密码学及人工神经网络等方面都有重要的应用
,

而

用线路实现模 运算恰是
“异或逻辑元件

”
本文讨论了异或逻辑的逻辑

、

正文
、

效率等方面的

特性
,

给出了组合逻辑设计的
“异或

”
化方法

。

并讨论了伽罗华域算术运算线路实现中的异或逻

辑
,

从而看到
“
异或逻辑

”

的重要性及用该逻辑元件可得到高效而经济的组合逻辑电路的可行

性
。

异或逻辑性质

值逻辑

设 是一个 元集合
, ,

函数
,

⋯
,

石 定义在 上而其函数值仍属于 ‘ ,

如

果对任意值组
, , ,

⋯
, ‘ 。 , , ,

⋯
, , , , ,

⋯
,

皆有定义
,

则称
, , ,

⋯
, ,

为完全 值逻辑函数
,

否则称
, ,

⋯
,

为非完全 值逻辑函数 所有完全 值

逻辑函数作成之集合记为

定义 设 是 、 中的一个非空子集
,

函数
,

⋯
,

任 ,函数
‘ ,

⋯
,

,

⋯
,

或属于 或为 自变量
‘。

于是
,

函数
,

⋯
, ,

⋯
, , ⋯

,

称由 中的函数

复合出来的函数
。

所有由 复合出来的函数作成之集合为 才

定义 设 二 ‘
非空

,

称 为封闭的
,

如果 ’
。

定义 设 是 二 的一个非空子集
,

包含 的所有封闭集之交集称为 的封化集
,

记为
。

中的函数称为 的叠合函数
,

实际上它们都是由 中的函数经过有限次

复合后产生出来的函数
。

定义 设 是 的一个非空子集
‘

说是完备集
,

如果
。

收有日期 , 年 月 日
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二值逻辑

当 时
, ,

是一个布尔代数

定义 说是 的一个底
,

如果 完备且 的任意真子集都不是完备的
。

定理 尸 中
,

底中的元素不超过 个
。

证明 设 是 是由 元函数做成的底
,

即
。

由 的定义有 人
,

使
,

若
,

‘
,

则 儿 不保 。
,

不保 且非单调 这样我们取 几
, ,

任 且非自对

偶
,

再取 , , 任 且非线性
。

这样 几
,

几
,

几 就是一完备集

若
,

一
,

因 不保 且非自对偶
,

则必有几 〔 且 几
, 。

因几 为二元函数
,

则 几葬
。

从而必有一值组
, , ,

且 几
,

几
, 。

则 几 非单调而不保 再

取 〔 且非线性
,

则 五
,

几
,

就构成一完备集
,

定理得证
。

由定理不难证得丈
,

却
,

是 的一个底

可见
,

异或逻辑在 值逻辑中的重要地位
。

正交性

因

,

当
。 , 一 不为

时
,

当 护 时
可见异或逻辑是正交的

,

其任何输入的变化
,

都会使输出产生一一对应的变化
。

他不同于

布尔电路需要特殊的输入信号组合才能使输出端较灵敏地变化
。

效率

我们用二进制函数的嫡来讨论这一问题
。

具体如下

五
·

的嫡
,

石

几 的墒
,

几

牙的嫡

几

的嫡

〔 〕

而 石
·

由
、 、 、

得用 式的右端的三种逻辑运算去实现 ④
,

其效率为 。
,

可见
“
异或逻辑

”的效率及经济效益

组合逻辑的异或化

以一实例来讨论这一问题

例

对
,刀 , , ,石 , 一习

。 , 。, , , , , , , , , ,

一

进行逻辑设计
。

对 式用卡诺图简化后得

万 己 亡 万 万己刀五了 刀屯厂
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以 式得

了一兀 石 万 厂十 口刀 刀石 刀尸一

由 式得

了
·

石乙 万万
· ·

万万万
· ,

万
·

·

十
·

一

显然对 夕式 的逻辑设计可转化为 式 了 。的逻辑设计
。

由 式得如下异或算式

①

④

④ 万万了 一 。

由 得

万

由 及 得

则由
、 、

得

一万

显然实现了 一 式即实现了
。

从而用
“
异或逻辑

”实现了线路简化
。

伽罗华域算术运算中的异或逻辑

伽罗华域的算术运算在编码及密码学等方面都要经常用到
,

下面给出
各

中的几种算

术运算
。

相加

相加可用图 逻辑电路实现
,

将相

加的两个元素分别存入寄存器
,

寄存

器
,

当给出加法脉冲后
,

相加之和就进

入寄存器
。

相乘
‘

中的本原元素 乘以域

元素
,

可表成如下 的多项式
。 一

因为 矿一
,

则得

一 。

式可用图 的逻辑电路实现

元素
’

乘
‘

中任意元素
。

将
,

乘 式两端有

于于于于 土土

国国国 】

十

回回回

伽罗华域相加器
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‘

,

苦 。

式可用图 逻辑电路实现
。

‘

中两个元素相乘

设两个元素
,

分别为

图 与
‘
中任一元素相乘电路

‘

。 一 “

二 。

由
、

式得
,

我们知道用图 电路可实现乘
,

用图 逻辑电路可实现 式

在图 的电路工作时
,

开始反馈移

位寄存器 为全 “ 。” 即初始状态

为
,

将 存入寄存器
,

存入

后寄存器
、

均右移四次

图 矿 乘
‘

中任意元素的逻辑电路图

卜
,

寄存器
。

然

第一次移位完毕后
,

寄存器 中含有

第二次移位完毕后
,

寄存器 中含有
‘

第三次 移位 完毕后
,

寄存 器 中含 有

第四次移位完毕后
,

寄存器 中含有

即 式
。

多项式的计算

令 二 。
十 , ⋯ ,‘ , 告

由 式得
少 ⋯ ,‘ , 一 ⋯ 。

可见在实现 乘域元素的图 中加一个输

入
,

就可实现 式
,

其逻辑电路为图
。

此电路计算中
,

寄存器初始状态为全
“ ”

系数矢量
。 , ,

⋯
, ‘ 一次移一位地移入该

电路 第一次移位完毕后
,

寄存器为
‘ , , ,

。 ,

第二次移位完毕后
,

寄存器为
,‘ ,

当最后一个数据
。

移入后
,

寄存器为 即

心 峋日 。 , 七

卜闷叫 勺 卜闪卜 勺 卜 心日 勺

图
‘

两个元素相乘电路

‘

一

图 计算 的逻辑电路
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式
。

从上讨论可见“异或逻辑
”

是伽罗华域算术运算线路实现的该心元件
。

结 束 语

从本文的讨论可知
, “异或逻辑

”

具有一些很好的特性
,

其应用
一

卜分广泛
。

文中只

合逻辑设计及伽罗华域算术运算中的应用进行了讨论
,

从中可看出它在实际应用

法与技术
。

以简化组

的一些方
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主要有 基于白动机的分析与综合因素神经网络的自动实现
、

流密码中 。
, 函数与有

限状态机组合器
、

一个基于布尔方程的简化组合逻辑设计的分解方法
、

字符串匹配的自动机方法
、

盒随机化

与随机化 链式结构
、

幻阶规范化 矩阵算法等


