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　　摘要　推导出变形反射镜薄镜面产生变形时的应力分布计算公式,利用该公式、

简化的应力公式以及有限元法分别对 61单元和 37ö55单元变形反射镜薄镜面工作时

的最大应力进行了计算,对计算结果进行了比较和分析。
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1　引　　言

　　变形反射镜 (以下简称变形镜)是自适应光学技术的关键器件,主要用于光学系统中校正

系统自身或外部各种因素对光束造成的静态以及动态的波前误差[1 ]。其特点是在外加力作用

下,以高分辨率快速实现光学镜面面形变化从而改变光束波前位相,使系统成为能动可控的光

学系统。

　　F ig. 1　T he structu re diagram of discrete

p iezoelectric defo rm able m irro r

　　在众多种类的变形镜中,分立式压电变形镜具

有变形量大、表面变形没有间断等优点,已广泛应用

于国内外的多个自适应光学系统[2- 4 ]。

　　分立式压电变形镜结构如图 1 所示,主要由基

板、驱动器阵列和薄镜面组成。当各个驱动器随外加

电压变化而产生变形时推动薄镜面产生局部变形以

改变波前位相,从而起到校正误差的作用。因此,薄

镜面的参数设计是研制变形镜的重点之一[5- 6 ]。薄

镜面的直径厚度比较大 (一般> 30) ,其合理的设计

包括使之具有足够的刚性和强度以产生所需变形并
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能尽量减少加工中的困难。这主要包括薄镜面的材料选择及物理参数的设计,以保证变形镜在

正常工作条件下产生各种变形时薄镜面的最大应力必须小于其材料的许用应力。因此对薄镜

面在特定参数下产生一定变形量时最大应力的计算非常重要,利用计算数值对变形镜的正常

使用提供参考。

虽然在一些文献[5- 6 ]中曾对薄镜面的应力进行分析,但大都基于比较简单的弹性力学公

式,计算结果较粗略。本文从三个方面不同角度对薄镜面的应力情况作了计算:推导出薄镜面

产生一定变形量时的最大应力的计算公式,利用该公式和简化的应力计算公式以及有限元法

分别对 61单元和 37ö55单元变形镜的具体参数进行了最大应力值的计算。最后对计算结果进

行了比较和分析。

对于分析变形镜面的变形量和应力分布关系,比较典型的是考虑受中心驱动器和周围第

一圈驱动器的联合作用,来形成波动的镜面面表,以下的工作都是针对这种实例。

2　简化的最大应力公式计算变形镜薄镜面最大应力

　　当变形镜仅受一个驱动器力而产生变形时,同周围第一圈驱动器相粘联的薄镜面变形量

远较中心驱动器处的变形量小,故这一圈驱动器可近似看作薄镜面的固定支撑点,因此可认为

薄镜面产生的变形是基于力学中一周边固定而受中心集中载荷作用的圆盘的假设上,如图 2

所示。圆盘所受力 F 及圆盘的最大应力 Ρm ax 力可近似表示为[7- 8 ]:

F =
∆E t3

01218R 2 (1)

Ρm ax = F õ 0163ln (R öt) + 0168
t2 =

[ 0163ln (R öt) + 0168 ]∆E t
01218R 2 (2)

　　F ig. 2　Edege locked round p late suffered

w ithconcen tra t ing cen ter fo rce

其中, ∆是镜面最大变形量, E 为材料的弹性模量, R

为圆盘半径, t为圆盘厚度。

实际上,由于薄镜面材料在受驱动力作用时,整

个镜面都将产生弹性变形,即当一个驱动器作用在

薄镜面上而其它与驱动器相关联的镜面由材料的弹

性力和驱动器约束力的合力共同产生较小的局部变

形。因此以边缘固定的近似条件计算变形镜薄镜面

的应力值只能作为近似的参考数据。

3　变形镜薄镜面应力的解析式推导

　　由于变形镜薄镜面直径厚度比较大 (一般> 30,且厚度一致) ,对它的应力分析可采用力学

中圆形弹性薄板理论来准确模拟。在不同载荷和支承条件下,圆形薄板的挠度由下面的方程式

给出[9 ] (采用圆坐标是考虑薄镜面的形状对称性) :
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d
d r

[
1
r

d
d r

(r
dy
d r

) ] = -
Q
D

(3)

式中, y 是相对应于中心驱动器距离 r处的挠度, dy öd r是 r处的斜率Η,Q 为半径 r圆周上单位

长度的作用剪力,D 是抗弯刚度,表示为D = E t3ö[ 12 (1 - Μ2) ], Μ为材料泊松比。
根据薄板理论[10 ] ,如图 3所示,薄镜面上 r处单位长度的径向和切向弯矩为:

　　F ig. 3　T he p rincip le of elast ic p la te

M r = D [
dΗ
d r

+ ΜΗ
r

]

M z = D [ΜdΗ
d r

+
Η
r

]

(4)

r处的径向和切向应力为:

Ρr =
E u

(1 - Μ2) [
dΗ
d r

+ ΜΗ
r

]

Ρz =
E u

(1 - Μ2) [Μd Η
d r

+
Η
r

(5)

式中 u 为材料内部某一点与中层的距离。

薄镜面受中心驱动力及其变形如图 4所示, ∆1 和 ∆2 分别为薄镜面同中心驱动器和第一圈

驱动器相联结处的变形量。由于驱动器与薄镜面的接触区域为一均匀等厚的圆形平面,受力情

　　F ig. 4　T he defo rm ation diagram w hen fo rce F

on cen ter of p la te

况可看作以下三种边界条件的组合:

① 当 0≤ r≤R (此处R 为驱动器半径) 时,

作用平面受均匀载荷 q作用;

② 当R < r≤L + R 时 (L 为驱动器间距) ,

镜面受中心集中载荷 F 作用, F 与 q 的关系可表

示为: F = qΠR 2。

③ 设当 r > L + R 时,由于薄镜面的变形量

相对中心驱动器处较小,可近似看作 0;

对于边界条件①,在任一半径 0≤ r≤R 处,

根据受力平衡有

Q × 2Πr = q× Πr2　] 　Q =
qr
2

(3)式改写成

d
d r

= [
1
r

d
d r

(r
dy
d r

) ] = -
qr
2D

经积分可得:

斜率　　　　Η1 =
dy
d r

= -
qr3

16D
+ C 1

r
2

+
C 2

r
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挠度　　　　y 1 = -
qr4

64D
+ C 1

r2

4
+ C 2 ln r + C 3

由于在板中心斜率 Η不应无限大,所以C 2 = 0;

将坐标系取为如图 4所示,当 r = 0时, y = 0,所以C 3 = 0。于是,上式可简化为:

Η1 = -
qr3

16D
+ C 1

r
2

y 1 = -
qr4

64D
+ C 1

r2

2

(6)

径向弯矩

M r1 = D [ -
qr2

16D
(3 + Μ) +

C 1

2
(1 + Μ) ] (7)

对于边界条件②,在任一半径R < r≤L + R 处,根据受力平衡有

Q × 2Πr = F　　　] 　　Q =
F

2Πr

(3)式改写成

d
d r

[
1
r

d
d r

(r
dy
d r

) ] = -
F

2ΠrD

经积分可得

斜率　　　　Η2 =
dy
d r

= -
F

2ΠD
[

r
2

ln r -
r
4

] + C 4
r
2

+
C 5

r

挠度　　　　y 2 = -
F r2

8D
[ ln r - 1 ] + C 4

r2

4
+ C 5 ln r + C 6

径向弯矩　M r2 = D {-
F

8ΠD
[ 2 (1 + Μ) ln r + 1 - Μ] +

1 + Μ
2

C 4 -
1 - Μ

r2 C 5} (8)

设当 r = R 时,以上两种情况下的斜率 Η、挠度 y 和径向弯矩M r相等,有

Η1 = Η2 (9)

y 1 = y 2 (10)

M r1 = M r2 (11)

在边界条件②下当 r = L - R 时的挠度 y = - ym ax = - (∆1 - ∆2) ,即

- (∆2 - ∆1) = -
F l2

8ΠD
[ ln l - 1 ] + C 4

l2

4
+ C 5 ln l + C 6 (12)

联立 (9) (10) (11) (12)可解得C 1、C 4、C 5、C 6, 其中:

C 1 = -
F

4ΠD
(2ln

1
R

- 1) -
4 (∆2 - ∆1)

l2 +
FR 2

16ΠD l2 (5 + 4ln
1
R

) =

-
F

4ΠD
(2ln

L - R
R

- 1) -
4 (∆2 - ∆1)
(L - R ) 2 +

FR 2

16ΠD (L - R ) 2 (5 + 4ln
L - R

R
) (13)

　　中心驱动器对薄镜面的作用力 F 可通过下列方法求出。由于中心驱动器与薄镜面的接触

面积远小于第一圈驱动器包围的薄镜面面积,因此边界条件②可近似看作中心集中载荷对薄
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镜面的作用。当加入此时的边界条件—— 薄镜面中心点和第一圈驱动器接触面对变形量的约

束,可得到中心作用力 F 和最大变形量 (∆2 - ∆1) (峰谷值)的关系为:

(∆2 - ∆1) =
3FR 2

m

4Π%t3 (1 - Μ2)

此时R m 为相对于变形量 (∆2 - ∆1) 峰谷值两点的间距,即R m = L - 2R , 故

F =
4ΠE t3 (∆2 - ∆1)

3R 2
m (1 - Μ2) =

4ΠE t3 (∆2 - ∆1)
3 (L - R ) 2 (1 - Μ2)

(14)

将F 和C 1的解析式分别代入两种边界条件下的应力计算公式 (5) ,在边界条件①时,最大应力

值发生在 r为最大之处即 r = R 处的薄镜面两个表面;边界条件②时最大应力值发生在 r值小

时,也即是 r = R 处的薄镜面两个表面。即当 r = R , u = tö2时,最大应力值为:

Ρrm ax =
E t

2 (1 - Μ2) [ -
3 + Μ
16ΠD

F +
1 + Μ

2
C 1 ] (15)

Ρzm ax =
E t

2 (1 - Μ2) [ -
3Μ+ 1
16ΠD

F +
1 + Μ

2
C 1 ] (16)

从 (13～ 16)的联立分析中可以看到,薄镜面产生变形时的最大应力同最大变形量成正比,最大

应力将出现在产生最大变形量的薄镜面与驱动器连接域的边缘。

4　有限元法计算两种变形镜的最大应力

　　对于复杂的结构的应力分布情况,采用有限元法来计算是非常有效的方法,可以为复杂结

构参数预估、选择、检验以及优化等提供科学依据。

411　有限元法的基本计算步骤

连续介质的有限元法分析包括以下几个步骤[10- 11 ]:

①用虚拟的直线把原介质分割成有限个单元,直线是单元的边界,交点称为结点;

②假定各单元在结点上互相铰结,结点位移 Ξ是基本未知量,直角坐标系 x y z ;

③选择一个函数,用单元结点的位移唯一地表示单元内任一点的位移,此函数称为位移函

数;

④通过位移函数,用结点位移唯一地表示单元内任一点的应变。再利用虎克定律,用结点

位移唯一地表示单元内任一点应力;

⑤利用能量守恒原理,找到与单元内部应力状态等效的结点力。再利用单元应力与结点位

移的关系,建立等效结点力与结点位移的关系;

⑥将每个单元所承受的荷载,按静力等效原则移置到结点上;

⑦在每个单元上建立用结点位移表示的静力平衡方程,得到一组线性方程组。解出这个方

程组,求出结点位移,即可求出每个单元的应力 (两个主应力和一个剪应力)。
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Ρx = -
E u

(1 - Μ2) [
52Ξ
5x 2 + Μ52Ξ

5y 2 ]　　Ρy = -
E u

(1 - Μ2) [Μ52Ξ
5x 2 +

52Ξ
5y 2 ]　　Σx y = -

E u52Ξ
1 + Μ25x 5y

412　应用举例

变形镜镜面的最大应力主要由薄镜面的物理参数、产生的最大变形量以及驱动器排布位

置共同决定。在此选用 61单元和 37ö55单元两种变形镜薄镜面作为示例,用A lgo r Feas有限

元软件包对这两块变形镜薄镜面进行计算和分析。材料的性能参数和驱动器排布方式分别见

表 1和图 5。
Table 1　Character istic properties of mater ia l (un it: mm )

defo rm ab le

m irro r

m irro r

diam eter

m irro r

th ickness

actuato r

arrangem ent

actuato r

distance

actuato r

diam eter

m ax im um

defo rm ation

Young’s

modu lus (Pa)

density

(kgöm 3)

Po isson’s

ratio

612actuato r Υ150 3 triangle 1614 12 ±3 Λm 71144×1010 2153×103 01211

37ö552actuato r Υ120 3 radius 1410 10 ±115 Λm 71144×1010 2153×103 01211

(a) 37ö552actuato r DM (b) 612actuato r DM

F ig. 5　D iagram ofactuato r arrangem ent of tw o defo rm able m irro r

　 　 F ig. 6 　 FEM module of 612actuato r de2
fo rm able m irro r

　　由于两块薄镜面的直径厚度比较大,计算中

采用二维薄板理论来近似。为准确建立薄镜面的

计算模型, 采用了计算精度较高的四边形单

元[13 ]。以 61单元变形镜为例,图 6为其有限元计

算模型,共划分了 2684个单元和 2876个节点。

对 61 单元变形镜在仅有中心驱动器施加作

用力时应力分布的有限元法计算结果如图 7 所

示:

从图 7 中可看到,最大应力出现在薄镜面与

中心驱动器连接域的边缘,这同理论分析相符合。
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(a) 32D graph (b) 22D graph

F ig. 7　T he diagram of stress distribu tion fo r 612actuato r DM

5　三种方法的计算结果

　　采用近似计算公式 (2)、推导的公式 (15) (16)以及有限元法对 61单元和 37ö55单元两种

变形镜的下列两种变形情况的最大应力分别进行了计算:

1、中心驱动器变形量如表 1所示 ∆,第一圈驱动器的变形仅由于薄镜面的弹性变形而引

起 Β∆(其中 Β为该变形镜驱动器的交连值,取 Β = 815◊ ) ;

2、中心驱动器变形量如表 1所示 ∆,第一圈驱动器变形量为 - ∆。
计算结果如表 2所示。

Table 2　The ca lcula tion results of three methods

defo rm able　　m irro r 37ö55DM 37ö55DM 61DM 61DM

center2actuato r

defo rm ation (Λm )
+ 115% + 115 310 + 310

the 1st2circle2actuato r

defo rm ation (Λm )
+ 115× Β - 115 + 310× Β - 310

m axim um

stress value

(Pa)

fo rm ula (2) 214768×107 419962×107 319560×107 719799×107

fo rm ula (13) 118187×107 319752×107 311025×107 61904×107

FEM 117401×107 318035×107 31085×107 61744×107

perm it stress[14 ] (Pa) 6～ 8×107 6～ 8×107 6～ 8×107 6～ 8×107

从上述的计算公式中和计算结果可以得到以下几点结论:

①当仅有中心驱动器的作用使薄镜面产生变形时,与第一圈驱动器相连接的镜面由于其

材料本身的弹性和驱动器的箝制约束引起的变形量为 Β∆,薄镜面的最大应力同 (1 - Β) ∆成正
比;
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②当中心驱动器和第一圈驱动器均有外加力而同时产生变形时,最大应力同变形量的峰

谷值- (Β1 - Β2) 成正比;

③简化计算公式的计算结果同后两种方法的结果差异较大,其数值不太可靠;

④推导出的计算式和有限元法的计算结果非常接近,同实际使用结果也相符,因此这两种

方法是实用的计算薄镜面最大应力的方法。其中,推导的解析式具有简单的表达式,只需编制

一段简短的程序就可在微机上实现。有限元法利用了现代微机的CAD 技术,其计算结果具有

可视性,可通过微机来显示薄镜面上任一点的应力状况;

⑤61单元变形镜当中心驱动器和第一圈驱动器同时产生最大变形量时,薄镜面的最大应

力已超过了材料的许用应力 (安全起见,取 [Ρ] = 610E7Pa)。实际上,该变形镜在工作中曾出

现过薄镜面破裂的现象,经返修已工作正常。计算的 37ö55单元变形镜的最大工作应力小于许

用应力,实际中也确实经历了长期使用的考验。

6　结　　语

　　由于简略的应力计算公式 (2)是通过不太准确的边界条件得到,计算结果同实际有差异。

推导出的计算式具有简单明了而且计算结果较准确的特点,有限元法虽然建立模型和计算过

程比较复杂,但对计算较复杂的结构和观察薄镜面的连续变化等方面则具有很大的优点。因

此,在研制变形镜的薄镜面时可通过解析计算式和有限元法这两种方法结合来对其性能作一

个较准确的估计。对变形镜的设计具有比较重要的指导作用。

本工作的完成得到姜文汉老师的指导和帮助,在此致以谢意。
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Research of Ana lysisM ethod for Stress of D iscrete

D eformable Th in M irror

Zeng Zh ige,L ing N ing

( Institu te of Op tics & E lectron ics, Ch inese A cad em y of S ciences, Cheng d u 610209)

Abstract

　　 In th is paper, st ress d ist ribu t ion fo rm u las of defo rm ab le th in m irro r are go t ten. By u sing

these fo rm u las、simp lif ied fo rm u las and F in ite E lem en t M ethod (FEM ) , thest resses of tw o

types of defo rm ab le m irro rs (612actuato r and 37ö552actuato r) are calcu la ted, the resu lts are

compared and analyzed.

Keywords: D efo rm ab le m irro r, Stress analysis, F in ite E lem en t M thod (FEM )
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