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平稳时间序列高斯性检验的积分多谱方法
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　　摘要　利用积分多谱给出了一种平稳时间序列的高斯性检验方法, 并通过 仿真

实验进行了验证。
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1　引　　言

　　在时间序列分析中, 必须首先确定一个平稳时间序列是否服从高斯分布。如果一个平稳

时间序列是服从高斯分布的, 则其均值和二阶矩就包含了序列全部信息, 如果一个平稳时间

序列是服从非高斯分布的, 则建模时必须用到三阶以上统计量。已有的利用双谱来进行检验

的方法对服从非高斯对称分布的时间序列是无法识别的[ 1]。而利用三谱来进行检验的方法对

某些服从非高斯分布但三谱值较小的时间序列也是无法识别的, 并且其计算速度较慢。本文

利用积分双谱和积分三谱给出了一种平稳时间序列的高斯性检验方法, 可以较好的解决这些

问题。

2　 积分双谱和积分三谱定义

　　 文献[ 2]给出积分双谱和积分三谱定义:

2. 1　积分双谱( Integrated Bispectrum)

设 { x ( n) } 表示一长为 N 的平稳离散时间序列, 其均值为零, 定义:

y ( n) = x
2 ( n) - E{ x 2( n) } ( 1)

则 { y ( n) } 与{ x ( n) } 间的交叉谱为 Syx ( �) :
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S yx ( �) = ∑
∞

k= - ∞
E{ y ( n) x ( n + k ) } exp ( - j�k ) ( 2)

　　文献[ 2]已推出

Sy x( �) = 1
2�∫

�

- �
B x ( �, �2 ) d�2 = 1

2�∫
�

- �
Bx ( �1 , �) d�1 ( 3)

其中B x ( �1, �2) 为序列{ x ( n) } 的双谱。

因此将 Sy x( �) 称为积分双谱。积分双谱 Syx ( �) 可用以下方法进行估计。
假设数据长度N 被分成 K 个互不重合的小段, 每段长 N B , 则 N = K N B。用 X

( i)
( �) 表

示第 i 段{ x ( n + ( i - 1) N B) , 1≤ ( n≤ N B} ( i = 1, 2, . . . , K ) 的离散傅立叶变换,即

X
( i) ( �m) = ∑

N
R

- 1

l= 0

x ( l + 1 + ( i - 1) N B ) exp( - j �ml ) ( 4)

其中

�m =
2�
N B

m , m = 0, 1, ⋯ , N B - 1 ( 5)

同样用 Y
( i)

( �m) 表示第 i段{ x
2
( n + ( i - 1) N B ) - E{ x

2
( n) } } , ( 1≤n≥N B , i = 1, 2, ⋯, K )

的离散傅立叶变换,即

Y
( i)

( �m) = ∑
N

B
- 1

l= 0
{ x

2
( l + 1 + ( i - 1) N B ) - ��2x } exp ( - j �ml ) ( 6)

其中

��2x = 1
N∑

N

n= 1

x
2 ( n) ( 7)

则第 i 段 y ( n) 与{ x ( n) } 交叉周期图为

S
�( i)
yx ( �m) = 1

N B
X

( i) ( �m) [ Y ( i) ( �m) ] * ( 8)

其中Y
* 表示 Y 的复数共轭。因此可得积分双谱 S yx ( �) 的一致估计 S

�
yx N ( �m) [ 2]:

S
�
yxN ( �m) =

1
K∑

K

i= 1
S

( i)
yx ( �m) ( 9)

2. 2　积分三谱( Integrated Trispectrum)

定义:

r( n) = x
3
( n) - 3x ( n) E { x

2
( n) } - E { x

3
( n) } ( 10)

则 r ( n) 与{ x ( n) } 间的交叉谱为 S r x ( �) :

S rx ( �) = ∑
∞

k= - ∞
E{ r ( n) x ( n + k) } exp( - j �k ) ( 11)

文献[ 2]已推出

S rx ( �) =
1

( 2�) 2∫
�

- �∫
�

- �
T x ( �, �2 , �3) d�2d�3 ( 12)

其中T x ( �, �2, �3 ) 为序列{ x ( n) } 的三谱。

因此将 S r x ( �) 称为积分三谱。积分三谱 Syx ( �) 可用以下方法进行估计。
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用 R
( i)

( �m) 表示第 i 段 { x
3
( n + ( i - 1) N B ) - 3x ( n + ( i - 1) N B ) E { x

2
( n) } -

E{ x
3( n) } } , ( 1≤ n≤ N B , i = 1, 2, ⋯, K ) 的离散傅立叶变换,即

R
(i)

( �m) = ∑
N

D
- 1

l= 0
[ x

3
( l + 1 + ( i - 1) N B - 3x ( l + ( i - 1) N B)��2x - ��3x ] exp( - j�ml )

( 13)

其中

��3x =
1
N∑

N

n= 1
x

3 ( n) ( 14)

则第 i 段 { r( n) } 与{ x ( n) } 交叉周期图为

S
�( i)
rx ( �m) =

1
N B

X
( i)

( �m) [ R
( i)

( �m) ]
*

( 15)

其中R
* 表示R 的复数共轭。因此可得积分三谱 S r x ( �) 的一致估计 S

�
r xN ( �m) 　[ 2] :

S
�
rxN ( �m) = 1

K∑
K

i= 1

S
( i)
r xN ( �m) ( 16)

3　平稳时间序列高斯性检验的基本原理

3. 1　积分双谱检验统计量

文献[ 2]定义:

D 3N ( �m) =
S
�
yxN ( �m)

[ 1
K

Syy ( �m) S xx ( �m) ]
1
2

( 17)

　　如果 { x ( n) } 是高斯序列, 则 D 3N ( �m) 是具有独立实部和虚部的零均值、单位方差的渐近

复高斯过程。当 m ≠ n( m, n = 1, 2,⋯ ,
N B

2
- 1) 时 D 3N ( �m) 与 D 3N ( �n) 是渐近统计独立

的
[ 2]
。因此当 N 很大时有

2�D 3N ( �m) � 2 ～ �2
2 ( 0) ( 18)

　　在式( 17)中, Syy ( �m) 和S xx ( �m) 可分别用其一致估计S
�
yyN ( �m) 和S

�
xxN ( �m) [ 2]　来表示, 由

此可定义:

D
�

3N ( �m) =
D
�

yxN ( �m)

[
1
k
S
�
yyN ( �m) S�xxN ( �m) ]

1
2

( 19)

所以有

S
�

3N = 2∑

N
B

2
- 1

m= 1

�D�3N ( �m) � 2～ �2
2P ( 0) ( 20)

其中 P = N B / 2 - 1 , P 为总的检验点数。当 S
�

3N大于某一常数 �时, (�由显著水平 �决定) ,

则判决平稳时间序列{ x ( n) } 服从非高斯分布, 否则判决平稳时间序列{ x ( n) } 服从高斯分布。

3. 2　积分三谱检验统计量
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同3. 1, 文献[ 2]定义:

S
�

4N = 2∑

N
B

2
- 1

m= 1
�D�4N ( �m) � 2 ( 21)

其中

D
�

4N ( �m) =
S
�
r xN ( �m)

[ 1
K

S
�
rr N ( �m) S�xxN ( �m) ]

1
2

( 22)

如果 { x ( n) } 是高斯序列, 当 N 很大时有

2�D�4N ( �m) � 2
～ �2

2 ( 0) ( 23)

S
�

4N ～ �2
2P ( 0) ( 24)

因此当 S
�

4N 大于某一常数 �时, (�由显著水平�决定) , 则判决平稳时间序列{ x ( n) } 服从非高

斯分布, 否则判决平稳时间序列{ x ( n) } 服从高斯分布。

3. 3　积分双谱、三谱混合型检验统计量

由文献[ 3]知, 当 N 很大时(即 K →∞和 N B →∞) 有

cov { Re{S
�
yx ( �m) } , Im{S

�
yx ( �m) } } =

1
2K lm{S

2
yx ( �m) } + O( N

- 1
) ( 25)

co v{ Re{S�rx ( �m) } , Im {S�rx ( �m) } } +
1

2K lm {S
2
r x ( �m) } + O( N

- 1
) ( 26)

cov {S�yx ( �m) , S�rx ( �m) } = 1
K

Sy r ( �m) Sxx ( �m) + O ( N - 1) ( 27)

cov{S�yx ( �m) , S�*rx ( �m) } = -
1
K

S yx ( �m) S r x ( �m) + O( N - 1 ) ( 28)

　　如果 { x ( n) } 是零均值高斯序列, 则有 Syx ( �) = 0, S r x ( �) = 0, S yr ( �) = 0, 因此上述所

有协方差函数均趋于零,所以可定义新的检验统计量

T
�

34( �m) = 2�D�3N ( �m) � 2
+ 2�D�4N ( �m) � 2

( 29)

T
�

34 ( �m) ～ �2
4 ( 0) ( 30)

T = 2∑

N
B

2
- 1

m= 1
T
�

34N ( �m) ～ �2
4P ( 0) ( 31)

其中 P = N B / 2 - 1 , P 为总的检验点数. 当 T 大于某一常数 T 0时, ( T 0由显著水平 �决
定) ,则判决平稳时间序列{ x ( n) } 服从非高斯分布, 否则判决平稳时间序列{ x ( n) } 服从高斯

分布。

当自由度 n 很大时, 由文献[ 4] 知, (
�2

n ( 0)

n
)

1
3　渐近服从均值为( 1 -

2
9n

) 方差为
2

9n
的高

斯分布。因此检验统计量 T 可进一步化简为

Z = ( 1
18P

) -
1
2 [ ( T

4P
)

1
3- 1 + 1

18P
] ～ N ( 0, 1) ( 32)
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其中N ( 0, 1) 表示零均值单位方差的高斯分布。

这种新定义的检验统计量将积分双谱、积分三谱结合起来, 称为积分双谱、三谱混合型检

验统计量, 可用于平稳时间序列的高斯性检验。当 Z大于某一常数Z0时, ( Z0由显著水平�决
定) , 则判决平稳时间序列{ x ( n) } 服从非高斯分布, 否则判决平稳时间序列{ x ( n) } 服从高斯

分布。

为同已有的积分双谱、积分三谱方法进行比较, 将检验统计量S
�

3N、S
�

4N 也分别化简为

Z3 = (
1

9P
) -

1
2 [ (

S
�

3N

2P
)

1
3 - 1 +

1
9P

] ～ N ( 0, 1) ( 33)

Z4 = (
1

9P )
-

1
2 [ (

S
�

4N

2P )
1
3 - 1 +

1
9P ] ～ N ( 0, 1) ( 34)

4　实例验证

　　 为验证这种新定义的积分双谱、三谱混合型检验统计量, 考虑以下几种平稳时间序列。

序列A , 由 M A( 1)模型产生, 即

x ( n) = e ( n) + 0. 9e ( n - 1)

　　序列B, 由 AR( 2)模型产生, 即

x ( n) = 0. 3x ( n - 1) - 0. 4x ( n - 2) + e ( n)　　　　　　　　

　　 序列 C, 由以下模型产生, 即

x ( n) = 0. 4x ( n - 1) + 0. 2x ( n - 1) e( n - 1) + e ( n)

　　 序列 D, 由以下模型产生, 即

x ( n) = 0. 4x ( n - 1) + 0. 6x ( n - 1) e( n - 1) + e ( n)

　　 以上序列中 e ( n) 为独立地满足 N ( 0, 1) 分布的随机变量。

序列E , 由以下 M A( 2)模型产生, 即

x ( n) = 0. 3e ( n) - 0. 4e ( n - 1) + 0. 8e ( n - 2)

其中 e ( n) 为独立地满足均值为零的指数分布的随机变量。

序列F, 由以下 MA ( 1)模型产生, 即

x ( n) = e ( n) + 0. 4e ( n - 1) + 0. 2e( n - 2)

其中 e ( n) 为独立地在[ - 0. 5, 0. 5]区间满足均匀分布的随机变量。

序列G, 由以下模型产生, 即

x ( n) = sin( 2�× 0. 01n + �)　　　　　　　　　　　　　
其中相位 �为独立地在[ - �, �]区间服从均匀分布的随机变量。

序列H , 由以下模型产生, 即

x ( n) = - 0. 9�x ( n - 1) �e ( n)

其中 e ( n) 为独立地满足 N ( 0, 1) 分布的随机变量。

序列 I, 由以下模型产生, 即

x ( n) = - 0. 7�x ( n - 1) � + e( n)

其中 e ( n) 为独立地在[ - 0. 5, 0. 5]区间满足均匀分布的随机变量。
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在上述几个模型中, 采用10次 M onte Carlo 试验, 每次试验 x ( n) 的记录长度N = 1024,

N B = 128, K = 8, P = 63, 根据式( 32)、( 33)、( 34) 计算出九个序列的Z值列于表1. 查正态

分布表, 对于显著水平�= 0. 01, 知 Z0 = 2. 33。由表1可知, 用积分双谱、三谱混合型检验统

计量计算, 结果表明序列A、B的 Z< Z0 , 服从高斯分布,序列C、D、E、F、G、H、I的 Z > Z0 ,

服从非高斯分布。用积分双谱检验统计量计算, 结果表明序列 A、B、F、G的 Z < Z0 , 服从高

斯分布, 序列 C、D、E、H、I 的 Z> Z0, 服从非高斯分布。用积分三谱检验统计量计算, 结果表

明序列 A、B、H、I 的 Z < Z0 , 服从高斯分布, 序列 C、D、E、F、G 的Z> Z 0, 服从非高斯分布。

而实际序列 A、B 是服从高斯分布的, 序列 C、D、E、F、G、H、I 是服从非高斯分布的。由此可见

用积分双谱、三谱混合型检验统计量进行检验, 比用积分双谱、积分三谱检验统计量检验的准

确程度要高。

Table 1　The result of test

ser ies Z3 Z4 Z Z0

A 0. 407 0. 521 0. 626 2. 33

B - 0. 985 0. 536 - 0. 312 2. 33

C 12. 131 3. 433 11. 807 2. 33

D 18. 682 14. 067 23. 314 2. 33

E 6. 992 6. 252 9. 341 2. 33

F - 1. 131 9. 121 6. 916 2. 33

G - 0. 525 22. 159 20. 046 2. 33

H 20. 056 1. 683 18. 571 2. 33

I 18. 498 0. 024 16. 468 2. 33

5　结　　论

　　 本文给出了用积分双谱、三谱混合型检验统计量识别平稳时间序列高斯性的基本方法,

实例结果表明, 对于用积分双谱、积分三谱检验统计量以及常用的双谱、三谱检验统计量无法

识别的非高斯序列, 该方法都可以进行识别。而且因为积分多谱估计是采用交叉谱而不是采

用多谱的积分, 其计算速度很快, 所以该方法是切实有效的。
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Integrated Polyspectrum Method for Testing

Gaussianity of Stationary Time Series

CONG Yu-Liang , WANG Shu-Xun, WANG Hong-Zhi, DAI Yi-Song
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Abstract

　　In this paper, the method for test Gaussianity o f a stationary t ime ser ies v ia integrated

po lyspect rum is g iven. T his method is also pro ved by the simulation experiments.
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