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多环柔性铰链平行机构的综合分析及解耦

吴一辉

(中国科学院长春光学精密机械研究所,长春 130022)

　　摘要　当微定位台的结构是多环、多自由度时,由于空间的限制, 通常其运动方程

是耦合的, 需对它进行综合分析和解耦。本文用螺旋理论对多自由度柔性铰链的运动和

动力学解耦问题进行研究和探讨, 并以一实例说明了其解耦设计方法。这对准确实现指

定动作、正确设定驱动点的位置、合理确定机构的结构形式 ,最大限度地减小各自由度

间的动态干涉有很重要的意义。
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1　引　　言

　　与其它许多机构相比, 柔性铰链机构在实现微定位、微操作等方面具有很多显著的优点。

例如,它可以用线切割或其它放电加工的方法制成整体式结构,结构简单、紧凑、重量轻,降低

了加工难度; 它避免了传统的大多数机构无法克服的摩擦、噪声、空回等不良特性;它不需要润

滑,可以用于真空环境下等。

用该机构设计的各种微定位工作台、微操作器等已广泛用于微/纳技术领域,并已充分证

明它在许多现代技术中的重要作用。然而, 这种柔性机构在机构学中尚属相对未知和待开发的

领域,目前还没有非常成熟的技术。

当微定位台的结构是多环、多自由度时,由于空间的限制,通常其运动方程是耦合的,需对

它进行综合分析和解耦。本文用螺旋理论对多自由度柔性铰链的运动和动力学解耦问题进行

研究和探讨,并以一实例说明了其解耦设计方法。这对准确实现指定动作、正确设定驱动点的

位置、合理确定机构的结构形式,以期最大限度地减小各自由度间的动态干涉有很重要的意

义。

　　文中假定在整个变形过程中每个铰链的转动均为线性转动,两铰链之间的连杆是绝对刚

性的。
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2　平行机构输入输出关系的表述

　　多环、多个自由度的平行铰链机构可看作是图1的系统,它由固定铰链、输出杆、平台及多

个运动链组成。该系统除运动付之外,均可等效为普通机构。

对于任一给定机构, 如果认为机构的约束为 C ,则其自由度 f = 6 - C。如平面机构的约

束数是 3, 则在给定约束条件下该机构的最大自由度就是 3。机构中一些运动付是由驱动器直

接驱动的,我们把这些运动付称为主动铰链, 其余的称为被动铰链。一般主动铰链的数目与机

构的自由度相等也是 f ,而每一运动链中应含有 f 个运动付和 f - 1个连杆。

　Fig . 1　Parallel mechanism with flexure hinges

　　平台被运动付约束后, 只允许沿着单位螺

旋 ＄ = ( S2 ; S0
2 ) 作螺旋运动, 其运动螺旋为

( �2 ; r 2×�2+ �2 ) ,即可用角速度矢量 �2和刚体

上与坐标原点重合点的线速度矢量�2来表示。
＄2 = �2 + ∈�2 ( 1)

式中, ∈是对偶标记。

当第 i 个运动链中各运动付的微动量是

�i
1, �i

2 , ⋯, �i
r; 各运动付的矩矢是＄i

1, ＄i
2 , ⋯,

＄
i
r 时, 输出杆的运动是各运动付运动的线性组

合

＄2 = �i1＄i
1 + �i2＄i

2 + ⋯ + �i
r＄i

r ( 2)

具有 f 个自由度的机构, 属于 f 维的螺旋空

间。设螺旋空间的基为 N1 , N2 ,⋯, Nf ,那么铰链

矩矢可表示为基底的线性组合。
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i
j

= 1r
i
jN1 + 2r

i
jN2 + ⋯ + f r

i
jNf ( 3)

令 S
i
j 为第一个运动链中的一个主动铰链, 而�ij

为相应的输入, 那么此时与第 i个运动链中所有被动链正交的矢量 P
i
j ,由不包含 S

i
j 的 f - 1个

矢量S
i
1 , Si2⋯, Si

f 来决定[ 3] ,即
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( 4)

式中, n1, n2 ,⋯, nr 是对应于基底 N1 , N2, ⋯, Nr 是对应于基底的相互独立的矢量且与＄2属于

同一螺旋空间, 对于 f 个自由度的微动机构, 有 f 个主动铰链,把螺旋运动的旋量方程转换为

矩阵式,则为

� = ( P1, P2,⋯, Pr )
TS ( 5)
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这里,

� = ( �1S 1× P1�2S 2× P2⋯�f Sf × P f )
T

( 6)

( 5)式表示的是机构的输入输出关系,因此 Jacobian

J = [ ( P1 , P2 ,⋯, Pr)
T
]

- 1
( 7)

3　平行机构的综合分析

　　如图2所示,假设输出杆上有一力螺旋( f 1; r1×f 1+ C1 ) ,沿着单位螺旋＄1= ( S1 ; S
0
1 )作用于

输出杆上, 那么此力螺旋对输出杆在运动副所允许的虚位移上的瞬时功, 应等于力 f 1和力矩

C1引起的瞬时功之和

�W = ( f 1 ��2 + C1 ��2 + a12a21× f 1 ��) 2�t ( 8)

展开并整理可得

�W = { ( f 1�2[ ( h1 + h2 ) co s�12 - a12sin�12] }�t ( 9)

而另一方面, 运动螺旋与力螺旋的互易积为

＄1○＄2 = f 1�2 [ ( h1 + h2 ) cos�12 - a12sin�12 ] ( 10)

　　Fig. 2　The concept of recipro cal cr ew in

flexure hinges

可见,式( 9)、( 10)右边相同,表明力螺旋和运动螺旋

的互易积正是该两螺旋产生的虚功率,即

＄1○＄2 = �W ( 11)

因此,两螺旋互易积为零的解析式可写成

( h1 + h2) cos�12 - a12sin�12 = 0 ( 12)

如果两轴线相交,则 a12 = 0 ,此式变成更为简单的

形式

( h1 + h2 ) co s�12 = 0 ( 13)

在这种情况下,不论该力螺旋的力及力矩多大, 都不

对物体作功, 不能使物体改变约束允许下的螺旋运

动状态,这就是反螺旋的互逆性。

对于利用图2所示的运动付的微动机构,瞬时运

动是绕＄2轴的纯转动, h2 = 0, 这时要满足( 13) 式

使两螺旋互逆, 则力螺旋的节距也要为零, h1 = 0。

这表明与该运动付轴线相交、平行或沿轴的纯力,都

不能改变输出杆的运动状态。此外,当 h1 = ∞, 力螺

旋是一纯力偶时, 两螺旋也是互逆的。

综上所述, 对于具有 C 个约束, f 个自由度的平行铰链机构,可确定出分别与 P1 , P2⋯, Pf

相对应的反螺旋,从而使所有运动链中的 f - 1个运动付都具有对力矩矢＄1i的高刚性。换句

话说就是, f 维螺旋空间由代表机构运动的元素组合,而反螺旋空间 V
t
由代表机构所产生的

力和力矩所组成。机构中每个运动链的 f - 1个运动付(不包括主动铰链)对于属于空间V
t 的

一个矩矢具有高刚性, 而对属于 V
t 的其它矩矢具有低刚性,而 J 矩阵就是由每个运动 中的 f

- 1个运动付在高刚性方向的力和力矩的矩矢所确定的。
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4　空间平行机构的分析示例

　　对于六个自由度的空间机构,设三个相互垂直的正交单位矢量 i, j 和 k, 则对于一个螺旋

空间, 其空间机构的基是( i , j , k,∈i,∈j ,∈k)。对应的六个坐标是 X , Y , Z, �x , �y 和 �z ,则系

统的动能

T = ( mx
�2 + my

�2 + mz
�2 + Ix�2

y + I yq
2
y + I z�2

z ) / 2 ( 14)

U = {∑
6

i= 1
( ki�2

i ) } / 2 ( 15)

D = {∑
6

i= 1

( d i�2
i ) } / 2 ( 16)

式中, m—— 移动体质量;

I x, I y , I z—— 移动体绕 X、Y、Z 轴的惯性矩;

K i , d i—— 刚度系数和阻尼系数;

�i—— 驱动器的轴向弹性变形量。

　 F ig . 3 　 The model o f micromot ion piezodr iv en

stage w it h 6 DOF

　F ig . 4　Piezodr iv en decoupling micr omotion sta ge

w ith 6 DOF

　　在方程( 14)和( 15)中, 驱动器的弹性变形 �i ( i = 1～ 6) 可表示为

�= J
- 1(＄ - JAu)

式中, ＄——位移矢量;

�——轴向弹性变形矢量;

u ——作用于压电元件上的电压矢量;

A= diag [ ai] ( i = 1～ 6) ——电压- 位移关系的增益矩阵;

J= [ j i, j i, j ] ( i, j = 1～6)——驱动器位移/工作台位移关系的雅可比矩阵

对图3所示的结构, Jacobian矩阵可表示为
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J
- 1 =

- 1 0 0 0 - �1 �1

0 - 1 0 �2 0 �2
0 - 1 0 �3 0 - �3

0 0 1 �4 - �4 0

0 0 1 �5 - �5 0

0 0 1 �6 - �6 0

( 17)

其中点 {�i, �i , �i } ( i = 1～ 6) 是图3所示力作用点的位置,则拉格朗日方程可表示为

d
dt

(
�T
�qi ) - (

�T
�qi ) +

�V
�qi +

�D
�qi = f 1 , ( i = 1, 2,⋯6) ( 18)

从方程( 13)至( 18)可推出系统的动态方程

Mx
��

+ Dx
�+ Kx = K JA u + DJA u

� ( 19)

式中: M = diag [ m, m , m, I x , I y , I z ] 是移动部分的转动惯量矩阵;

K ——轴向刚度系数矩阵;

D ——轴向阻尼系数矩阵;

K =

k11 0 0 0 k51 k61

0 k22 0 k42 0 k62

0 0 k33 k43 k53 0

0 k42 k43 k44 k54 k64

k51 0 k53 k54 k55 k65

k61 k62 0 k64 k65 k66

( 20)

式中, k11 = k x, k 22 = 2ky , k33 = 3k z

k42 = k y( �2 + �3 ) , k43 = kz ( �4 + �5 + �6)

k44 = k y( �2
2 + �2

3 ) + k z ( �2
4 + �2

5 + �2
6 )

k51 = k x�1, k53 = - kz ( �4 + �5 + �6 )
k54 = - kz ( �4�4 + �5�5 + �6�6 )

k55 = k x�2
1 + kz (�2

4 + �2
5 + �2

6 )

k61 = - kx�1

k62 = k y( �2 + �3 )
k64 = - ky (�2�2 + �3�3 )

k65 = - kx�1�1

k66 = k x�2
1 + ky (�2

2 + �2
3 )

式中, kx——X 1 ,致动器的轴向刚度矩阵;

ky——Y 1、Y 2致动器的刚度矩阵;

kz——Z1 , Z2, Z3的刚度矩阵。阻尼矩阵可通过用 dx , dy , d z ,替换方程( 19) 中的 k x, ky, kz ,

获得。

K 和 D 的非对角元素导致了六个自由度系统的耦合振动,而在工作台设计过程中消除由

非对角元素造成的动态干涉是至关重要的,因为它可以导致工作台定位及响应能力的下降。对

于该六自由度系统,假设 Q1 , Q2 , Q3是 i , j , k 方向的力偶,而 Q 4, Q 5, Q 6是过原点分别沿平行于

i, j , k 方向的作用力,根据上一节的分析,应选择一种运动付及合适的受力点,使得工作台只在

Q指导的方向上具有高刚性, 而其它方向的刚度都很低,也就是要使 Jacobian矩阵所对应的

刚度阵为对角阵, 即令
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　　　　　　　　　　　�1 = �2 = �3 = 0

�1 = 0

�2 + �3 = 0

�4 + �5 + �6 = 0

�4 + �5 + �6 = 0

�4�4 + �5�5 + �6�6 = 0

这就是该六自由度系统解耦的充分条件。解耦之后的六自由度工作台如图4示。解耦后各自由

度的固有频率就可按照单自由度系统的计算方法——解拉格朗日方程获得。

5　结　　论

　　利用螺旋理论和 Jacobian矩阵对多自由度柔性铰链式微定位机构进行了综合分析,提出

了多自由度微定位系统的解耦设计方法。即由机构给定的约束条件决定螺旋空间的基,得出反

应其输入输出关系的 Jacobian矩阵, 该矩阵的元素是由被动铰链的互易螺旋所组成的。也就

是说,这些被动铰链只有在互易螺旋指定的那个力和运动下是刚性的,而对其他力和运动来说

是非刚性的。利用该结果来确定运动副的形式和设置可减小或避免自由度间的干扰。
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Synthesis and Decoupling for Parallel Mechanism of

Multiple Links with Flexure Hinges
W u Yihui

( Changchun I nstitute of Op tics and Fine M echanics,

Chinese A cademy of S ciences, Changchun 130022)

Abstract

　　Due to space lim it , the mot ion equat ions are o ften coupled w hen the micr o posit io ning

stage has mul tiple links and freedoms. Thus, synthesis and decouple are necessary. In this

paper , the Screw T heo ry w as applied to study the problem and an example w as g iven to ex-

plain this decoupl ing design method. Then this will be a g reat help to obtain fine mot ion ac-

curacy , cor rect driving point position and the reasonable st ructure to reduce dynamic inter-

ference betw een freedoms.

Keywords: M ult iple links, F lexure hinge, Decoupling
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