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　　摘要　详细分析了三点法中测头的读数及角位置误差对圆度测量精度的影响。从
三点法的原理出发,根据误差理论,推导了测头及位置误差在圆度测量过程中的误差传

播关系式。结果表明:三点法圆度测量结果失真的根本原因在于三个测头间的夹角选择

不当,使测头读数误差在某些谐波上被大大放大。为提高三点法圆度测量精度,必须恰

当选择三个测头间的夹角,以使读数误差对圆度各次谐波测量结果的影响都较小。
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为提高三点法测量圆度及轴系运动误差的精度,前人倾注了很大精力,但他们研究的注意

力大都限于仅从数学上考虑了如何避免三点法的谐波加权函数 Ξ(k ) = 1 + a2e- j kΥ2 + a3e- j kΥ3

的谐波抑制问题[1- 3 ] ,而忽视了测头的读数及定位误差对测量精度的影响。事实上,仅有完善

的理论算法而不考虑实际测量中存在的测量误差影响,是无法从根本上保证获得高精度测量

结果的。虽有个别文献[4 ]注意到上述问题,但未能对测头读数及定位误差对圆周各点测量精度

的影响作出透彻分析。针对上述问题,本文从三点法的原理出发,根据误差理论,详细分析测头

读数及定位误差对圆度各次谐波及圆周各点测量结果的影响,从而为进一步提高三点法测量

精度奠定基础。

1　三点法测量原理

　　如图1,工件圆周上布置3个测头 P i ( i = 1～ 3) ,各测头与 y 轴夹角分别为Υi (Υ1 = 0) ,工件

圆度为 r (Ηn) ,轴系径向运动误差的 x , y 向分量为 x (Ηn)、y (Ηn) ,各测头的输出为:
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　F ig. 1　T he p rincip le of th ree2
po in t m ethod

S i (Ηn) = R i - r (Η- Υi) - y (Ηn) co sΥi + x (Ηn) sinΥi (1)

其中, R i为测头 P i的零起读数。Ηn为采样点, Ηn = nõ 2ΠöN , n =

0, 1,⋯,N - 1。

构造线性方程

S 0 (Ηn) = S 1 (Ηn) + a2S 2 (Ηn) + a3S 3 (Ηn) (2)

将 r (Ηn) 展开为 Fou rier级数

r (Ηn) = r0 + ∑
Km

k= 1

(A kco skΗn + B k sinkΗn) (3)

设

Αk = 1 + a2co skΥ2 + a3co skΥ3 (4)

Βk = a2 sinkΥ2 + a3 sinkΥ3 (5)

则
S 0 (Ηn) = R 1 + a2R 2 + a3R 3 - r0 (1 + a2 + a3) - a1y (Ηn) + Β1x (Ηn)

- ∑
∞

k= 2
[ (A k Αk - B k Βk ) co skΗn + (∀k Αk + A k Βk ) sinkΗn ] (6)

为分离 x (Ηn)、y (Ηn) , 使

Α1 = 1 + a2co sΥ2 + a3co sΥ3 = 0 (7)

Β1 = a2 sinΥ2 + a3 sinΥ3 = 0 (8)

将 S 0 (Ηn) 展开为 Fou rier级数

S 0 (Ηn) = S n0 + ∑
∞

k= 1

(F kco skΗn + G k sinkΗn) (9)

则

A K = - (ΑkF k + ΒkG k ) ö(Α2
k + Β2

k ) (10)

B k = (ΒkF k - ΑkG k ) ö(Α2
k + Β2

k ) (11)

由此得到工件圆度,其中 km 为谐波最高级次。

2　三点法测量系统精度分析

　　由式 (10)及 (11)得:

∆(A k ) = -
Αk

Α2
k + Β2

k
∆(F k ) -

Βk

Α2
k + Β2

k
∆(G k ) -

ΒkB k + ΑkA k

Α2
k + Β2

k
∆(Αk ) -

ΒkA k - ΑkB k

Α2
k + Β2

k
∆(Βk )

(12)

∆(B k ) =
Βk

Α2
k + Β2

k
∆(F k ) -

Αk

Α2
k + Β2

k
∆(G k ) +

ΒkA k - ΑkB k

Α2
k + Β2

k
∆(Αk ) -

ΑkA k + ΒkB k

Α2
k + Β2

k
∆(Βk ) (13)

　　影响测圆精度的误差有两个, (1)测头读数误差,它影响 F k、G k; (2) 测头角位置误差,它影

响 Αk、Βk。

211　测头读数误差对测量精度影响

21111　读数误差对圆度各次谐波测量精度影响

此时,忽略测头角位置误差对测量结果的影响。设三个测头的读数误差为 ∆1n、∆2n、∆3n。
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这样
∆(A k ) = -

Αk

Α2
k + Β2

k
∆(F k ) -

Βk

Α2
k + Β2

k
∆(G k )

=
1

N ∑
N - 1

n= 0
[ - 2

Αkco skΗn + Βk sinkΗn

Α2
k + Β2

k
(∆1n + a2∆2n + a3∆3n) ] (14)

设

C n = - 2
Αkco skΗn + Βk sinkΗn

Α2
k + Β2

k
(∆1n + a2∆2n + a3∆3n) ] = Κn (∆1n + a2∆2n + a3∆3n) (15)

则

∆(A k ) =
1

N ∑
N - 1

n= 0
cn (16)

因为 ∆1n、∆2n、∆3n 为随机变量,所以 cn 也为随机变量。由随机变量方差与数字期望的关系[5 ]得

Ρ2 (A k ) =
1

N ∑
N - 1

ni= 0
∑
N - 1

nj= 0
E [ (cni - E cni) (cnj - E cnj ) ] (17)

式中, E 表示求数学期望,设三个测头的方差均为Ρ2,其数学期望均为0,则由式 (15) 得EC ni =
E cnj = 0 ,那么,式 (17)化简为

Ρ2 (A k ) =
1

N ∑
N - 1

ni= 0
∑
N - 1

nj= 0
E (cnicni) (18)

因为 ∆1n、∆2n、∆3n 为相互独立的随机变量,所以
①当 n i≠ n j 时, E (cnicnj = ΚniΚnj (E ∆1ni + a2E ∆2ni + a3E ∆3ni) (E ∆1nj + a2E ∆2nj + a3E ∆3nj ) =

0

②当 n i = n j 时, E (cnicnj ) = Κ2E (∆1n + a2∆2n + a3∆3n) 2 = Κ2
n (1 + a2

2 + a2
3) Ρ2

综合上述两种情况,由读数误差引入的圆度 k 次 Fou rier系数A k 的测量误差的方差为

Ρ2 (A k ) =
1

N ∑
N - 1

n= 0
[Κ2

n (1 + a2
2 + a2

3) Ρ2 ] = 2õ 1 + a2
2 + a2

3

Α2
k + Β2

k
Ρ2 (19)

同理得
Ρ2 (B k ) = Ρ2 (A k ) (20)

21112　读数误差对圆周各点测量精度的影响
将A k、B k、F k、G k 代入 (3) ,整理得

r (Ηp ) =
1

N ∑
N - 1

n= 0
∑

km

k= 2
[s1 (Ηn) + a2s2 (Ηn) + a3s3 (Ηn) ]Ξk (n)

其中 Ξk (n) = 2sin [Μ+ k (Ηp - Ηn) ]ö a2
k + Β2

k , tanΜ= - ak öΒk , Ηp õ 2ΠöN , p = 0, 1,⋯,N -
1。当 s1 (Ηn)、s2 (Ηn)、s3 (Ηn) 存在测量误差 ∆1n、∆2n、∆3n 时,引入 r (Ηp ) 测量误差为

∆(rp ) =
1

N ∑
N - 1

n= 0
∑

km

k= 2

(∆1n + a2∆2n + a3∆3n) Ξk (n) (21)

同 Ρ2 (A k ) 的分析,由测头读数误差引入的圆周第 p 点的圆度测量误差的方差为

Ρ2 (rp ) =
4

N
Ρ2∑

N - 1

n= 0
{∑

km

k= 2

1 + a2
2 + a2

3

Α2
k + Β2

k
sin [Μ+ k (Ηp - Ηn) ]}2 (22)

设 qk = (1 + a2
2 + a2

3) ö(Α2
k + Β2

k ) , qk 是表示读数误差对测量精度影响大小的重要指标。
212　测头角位置误差对测量精度影响
此时,忽略读数误差
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∆(A k ) = -
ΒkB k + Αk !k

Α2
k + Β2

k
∆(Αk ) -

ΒkA k - ΑkB k

Α2
k + Β2

k
∆(Βk ) (23)

∆(B k ) =
ΒkA k - ΑkΒk

Α2
k + Β2

k
∆(Αk ) -

ΑkA k + ΒkB k

Α2
k + Β2

k
∆(Βk ) (24)

其中
∆(Αk ) = - k [a2 sinkΥ2 õ ∆(Υ2) + a3 sinkΥ3 õ ∆(Υ3) ] (25)

∆(Βk ) = k [a2co skΥ2 õ ∆(Υ2) + a3co skΥ3 õ ∆(Υ3) ]　 (26)

由C 2
k = A 2

k + B 2
k 得第 k 次谐波的幅值相对误差

∆(C k )
C k

= -
Αk ∆(Αk ) + Βk ∆(Βk )

Α2
k + Β2

k

= -
ka2 [ sinkΥ2 - a3 sink (Υ3 - Υ2) ]∆(Υ2)

Α2
k + Β2

k
-

ka3 [ sinkΥ3 + a2 sink (Υ3 - Υ2) ]∆(Υ3)
Α2

k + Β2
k

(27)

由 tanΥk = A k öB k 得第 k 次谐波的相位误差

∆(Υk ) = -
Βk ∆(Αk ) 2Αk ∆(Βk )

Α2
k + Β2

k

= -
ka2 [a2 + a3co sk (Υ3 - Υ2) + co skΥ2) ]∆(Υ2)

Α2
k + Β2

k

+
ka3 [a3 + a2co sk (Υ3 - Υ2) + co skΥ3) ]∆(Υ3)

Α2
k + Β2

k
(28)

3　结　　论

　　综上分析,得出以下结论:

① qk 可作为衡量测头读数及角位置误差对测量结果的影响的指标。它说明对于圆度不同
级次的谐波,测头读数及角位置误差有不同的误差放大系数。对给定的谐波级次, qk 的大小取
决于三个测头之间的夹角 Υi 的选择, Υi 选择不当会使 qk 很大,这样,较小的读数或角位置误差
就会导致测量结果的较大失真。
②前人研究大都认为,三点法圆度测量结果失真的根本原因是 Υi 选择不当,使三点法圆
度各次谐波的加权函数 Ξ(k ) = 1 + a2e- j kΥ2 + a3e- j kΥ3 = 0 [注:对方程 (2)两端进行 Fou rier变
换可得此式) ,结果导致某些谐波无法确定,即产生谐波抑制,因此,确定 Υi 时应注意使 2Π、Υ2、
Υ3有较小的最大公约数,即从理论上保证了可测得很高级次的谐波。但这样确定的Υi如不能保
证对所有谐波 qk 都较小,仍不能从根本上克服测量结果失真问题。因此,测量结果失真的根本
原因在于 Υi选择不当使某些谐波的 qk 很大。
③测头间夹角的确定,不仅要从数学上保证三点法的谐波加权函数Ξ(k ) = 1 + a2e- jkΥ2 +

a3e- j kΥ3 不产生谐波抑制,而且要使圆度各次谐波的 qk 都较小,这可归结为一个多目标函数的
优化问题。根据测量特点,可以 qk 为基本函数构造目标函数,如 (i)对于给定的级次 km ,求 Υ2、
Υ3,使所有各次谐波的 qk中的最大值为最小。(ii)对于给定的谐波级次 km ,求Υ2、Υ3,对于所有各

次谐波的 qk ,使
1

km - 1∑
km

k= 2
qk 为最小,或 1

km - 1∑
km

k= 2
q2

k 为最小。

本文的研究弥补了前人研究的不足,为系统参数优化以及研究测量误差的分布与传递规
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a3e
- j kΥ3不产生谐波抑制,而且要使圆度各次谐波的 qk 都较小,这可归结为一个多目标函数的
优化问题。根据测量特点,可以 qk 为基本函数构造目标函数,如 ( i) 对于给定的级次 km ,求 Υ2、
Υ3,使所有各次谐波的 qk 中的最大值为最小。( ii) 对于给定的谐波级次 km ,求 Υ2、Υ3,对于所有

各次谐波的 qk ,使
1

km - 1∑
km

k= 2
qk 为最小,或 1

km - 1∑
km

k= 2
q

2
k 为最小。

本文的研究弥补了前人研究的不足,为系统参数优化以及研究测量误差的分布与传递规
律、进一步提高三点法的测量精度奠定了基础。
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An Ana lysis on the Accuracy for Roundness
M ea surem en t w ith Three-Po in tM ethod

ZHAN G Yu2H ua
(Op tica l E ng ineering D ep a rtm en t of B eij ing Institu te of T echnology ,B eij ing 100081)

W AN G X iao2L in
(S chool of M echan ica l E ng ineering , S hand ong P oly techn ic U n iversity , J inan 250061)

Abstract

　　T he effect of the reading erro rs and the angu lar m isa lignm en ts of the p robes on the ac2
cu racy fo r roundness m easu rem en t w ith th ree2po in t m ethod has been analyzed in deta il in
th is paper. Based on the p rincip le of th ree2po in t m ethod and erro r analysis theo ry, the erro r
p ropagat ion equat ion s of the reading erro rs and the angu lar m isa lignm en ts of the p robes in
roundness m easu rem en t are derived. It is found that the roo t cau se fo r the disto rt ion of the
roundness m easu red by th ree2po in t m ethod is the imp roper arrangem en t of the th ree p robes’
angu lar po sit ion w h ich m akes the reading erro rs over amp lif ied at som e harmon ics of round2
ness. In o rder to imp rove the accu racy fo r roundness m easu rem en t by th ree2po in t m ethod, the
angles betw een th ree p robes m u st be op t im ized so that the effect of the reading erro rs and
the angu lar m isa lignm en ts on the accu racy fo r the m easu rem en ts of a ll harmon ics of roudness
cou ld be m in im ized.

Key words: T h ree2po in t m ethod, Roundness,M easu rem en t, E rro r
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