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摘　要　相位扫描干涉度量术的广泛应用推动了去包裹算法的发展。在多种算法

中, 用于数字光学轮廓仪的相位去包裹算法必须具有较高的普遍适用性, 而且必须兼顾

健壮性与效率。本文对传统算法和最小二乘算法这两种典型去包裹算法进行了比较研

究, 并在自行研制的数字光学轮廓仪上进行了验证。
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1　引　　言

　　自动条纹分析技术在工业检测中有着日益广泛的应用。其中由相移( Phase Stepping)或

是条纹图傅立叶变换实现的技术有一个共同的问题,即由于使用了反正切函数而使相位包裹

在[ - �,�]之间。为此需要进行相位去包裹处理( Phase U nw rapping)。在过去的十多年中发展

了多种相位去包裹算法。其中较有代表性的有传统算法
[ 1]
、“支切”( Branch Cut )算法

[ 2]
、细胞

自动机算法
[ 3]
、二阶相位差分算法

[ 3]
、最小价格匹配算法

[ 5]
、最小二乘算法

[ 6]
、一维快速傅立叶

变换算法[ 7]、理想平面拟合算法[ 8]等。上述的各种算法中, 除传统算法和最小二乘算法外的其

它算法都是基于各自问题而提出的, 因而不是普遍适用于各种测量表面。另外,由于早期计算

条件的限制, 每一种算法都是对健壮性与效率的折中。所谓健壮性,是指算法对条纹图中的不

连续、噪声及低调制度的像素点的处理能力;而效率是指算法所需的计算时间。

在数字光学轮廓仪上使用何种相位去包裹算法是一个值得研究的问题。首先,由于测量表

面类型的多样性, 决定了算法必须具有较广的普遍适用性。其次,从仪器的实用角度出发,要求

算法必须同时具有较好的健壮性和较高的效率。由于计算机技术的飞速发展, 高速 CPU 和大

内存芯片的出现, 使得健壮性和效率俱佳的算法有了可能。基于这种考虑,本文研究了传统算

法及最小二乘算法在自行研制的数字光学轮廓仪上的应用。
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2　算法数学模型

2. 1　传统算法
[ 1]

Itoh给出了传统相位去包裹算法的数学描述。其实质为将反正切函数的主值看作是对真

实相位 � ( n) 进行包裹运算 W 的结果,数学描述如下:

W l[ � ( n) ] = � p v( n)　　( n = 0, 1, 2, ⋯, N ) ( 1)

其中 � pv( n) 为主值, l 表示不同包裹运算。

等价地

W l [ � ( n) ] = � ( n) + 2�kl ( n)　　( n = 0, 1, 2,⋯, N ) ( 2)

其中 k l( n) 是一供选择的整数序列以使

- �≤ W l [ � ( n) ] ≤ � ( 3)

定义

�� ( n) = � ( n) - � ( n - 1)　　( n = 1, 2, ⋯, N ) ( 4)

则相位主值差

�W l [ � ( n) ] = �� ( n) + 2��kl ( n) ( 5)

此结果主值可再次运用包裹运算,得

W 2{�W l[ � ( n) ] } = �� ( n) + 2�[ �kl ( n) + k2 ( n) ] ( 6)

此即包裹相位的包裹差。因为包裹运算 W 2产生的值在[ - �, + �]之间,所以,倘若

- �≤ �� ( n) ≤ � ( 7)

式( 6)中 2�[ �k1 ( n) + k2 ( n) ] 必为 0。因此

�� ( n) = W 2{�W l [ � ( n) ] } ( 8)

从而

� ( m) = � ( 0) + ∑
m

n = 1
W 2{�W l [ � ( n) ] } ( 9)

式( 9)表明,通过对包裹主值差的求和运算可实现相位去包裹。显然,式( 7)若不满足的话,真实

相位是无法恢复的。此外, 象素间小于 �弧度的取样必须满足,否则, 相位去包裹将失败。

2. 2　最小二乘算法[ 6]

假定 � i, j 为二维 ( M × N ) 离散点上的去包裹相位, � i, j 为对应的包裹相位,则有

� i, j = � i, j + 2�k, 　　k 为整数

- �≤ � i, j ≤ �,　　i = 0,⋯, M - 1; j = 0,⋯, N - 1 ( 10)

首先定义包裹算子 W ,有

W {� i, j } = � i, j ( 11)

定义

� x
i, j = W { � i+ 1, j - � i, j } i = 0, ⋯M - 2; j = 0, N - 1

�xi, j = 0　　　　　　　 其它　　　　　　　　　　
( 12)

� y
i, j = W { � i, j+ 1 - � i, j } i = 0, ⋯M - 1; j = 0, N - 2

�yi, j = 0　　　　　　　 其它　　　　　　　　　　
( 13)

其中,上标 x 和 y 分别指 i和 j 相应的差。

使
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S = ∑
M- 2

i = 0
∑
N - 1

j = 0
( � i+ 1, j - � i, j - �xi, j ) 2

+ ∑
M- 1

i = 0
∑
N - 2

j = 0
( � i, j + 1 - � i, j - � y

i, j )
2

( 14)

最小的 � i, j 就是所求的去包裹相位值。

Hunt 的矩阵公式给出了由上述最小二乘得到的法方程,即

� i+ 1, j + � i- 1, j + � i, j + 1� i, j- 1 - 4� i, j = � x
i, j - � x

i- 1, j + �yi, j - �yi, j- 1 ( 15)

式( 15)给出了在最小二乘意义上,包裹相位差与去包裹相位差的关系,对式( 15)作简单恒等变

换,得

( � i+ 1, j - 2� i, j + � i- 1, j ) + ( � i, j + 1 - 2� i, j + � i, j - 1) = �i, j ( 16)

其中

�i, j = ( � x
i, j - � x

i- 1, j ) + ( �xi, j� x
i, j- 1 ) ( 17)

显而易见,式( 16)实际上是 M × N 方形网格上的离散 Poisson方程,

�2

�x 2� ( x , y ) +
�2

�y 2� ( x , y ) = �( x , y ) ( 18)

注意到式( 16)对所有矩形网格点 i = 0,⋯, M - 1; j = 0,⋯, N - 1都是有效的,并且被用于

计算 �i, j 的相位差仅在网格区域内是非零的。因此,可以直接得出离散 Poisson 方程的 Neu-

mann边界条件

� x
- 1, j = 0,　� x

M- 1, j = 0　　j = 1, ⋯, N - 1 ( 19)

�y0, - 1 = 0,　�yi, N - 1, j = 0,　　i = 0, ⋯M - 1 ( 20)

下面引入二维快速离散余弦变换来求解方程( 16)。

二维离散余弦正变换为:

Cm, n =

∑
M- 1

i = 0
∑
N - 1

j = 0
4x i, j cos

�
2M

m( 2i + 1) co s
�

2N
n( 2j + 1)

　　　　　　　　　　　0≤ m≤ M - 1; 0≤ n≤ N - 1

0　　　　　　　　　　其它

( 21)

二维离散余弦反变换为:

x i, j =

1
MN∑

M - 1

m= 0
∑
N - 1

n = 0
W 1 ( m) W 2 ( n) Cm , nco s

�
2M

m( 2i + 1) cos
�

2N
n( 2j + 1)

　　　　　　　　　　　　　0≤ i≤ M - 1; 0≤ j ≤ N - 1

0　　　　　　　　　　　　其它

( 22)

W 1( m ) = 1
2
　　m = 0

W 1( m ) = 1,　　1≤ m ≤M - 1

W 2( m ) =
1
2　　n = 0

W 2( m ) = 1,　　1≤ 1 - ≤ N - 1

( 23)

由式( 23)可见,实际上式( 22)的余弦级数自动地加有 Neumann边界条件, � � �n = 0 ,从而

给出了式( 16)的精确解。

以式( 22)的形式展开 � i, j , 得

� i, j =
1

MN∑
M- 1

m = 0
∑
N - 1

n = 0
W 1( m) W 2( n) ��m, ncos

�
2M

m ( 2i + 1) cos
�

2N
n( 2j + 1) ( 24)
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将式( 24)代入式( 16) , 并在式( 16)右边作类似的展开,化简后,即得 DCT 域的精确解:

��i, j =
��i, j

2 cos �i
M

+ cos �j
N

- 2
( 25)

通过式( 25)的反 DCT 变换即可得相位去包裹的� i, j 。由简单的替代,式( 24)的 Neumann边界

条件为:

� 0, j - � - 1, j = 0,　　� M , j - � M- 1, j = 0　　j = 0,⋯, N - 1

� i, 0 - � i, - 1 = 0,　　� i, N - � i, N - 1 = 0　　i = 0,⋯, M - 1
( 26)

3　实　　验

　　用自行研制的数字光学轮廓仪对表面经激光打孔的光盘进行了测量,图 1为该数字光学

轮廓仪的结构框图。图 2是测量中得到的多帧条纹图中的一帧。经相移处理后可得包裹相位

图 3, 图5、7分别是用传统算法和最小二乘算法并去倾斜后的实际光盘表面。图 4、6、8分别是

其二维截面图。可见,对于测量较复杂的表面(如此例) ,传统算法出现了相位的跳变,结果是失

败的,而用最小二乘算法则得到了正确的结果。并且值得提出的是,使用最小二乘算法计算时

间不到 4s。

4　结　　论

　　从上面的数学描述及实测结果可见,传统相位去包裹算法本质上是一种“串行”算法,因而

必然对各种误差(低调点、散斑、行点等)敏感,所以, 其实用性差。各种新算法的层出不穷正是

为了回避这种“串行”特性, 而实现正确相位去包裹。实际的相位去包裹过程不是一个直接的过

程。由于条纹图中噪声、相位截断、污染及黑洞或阴影的存在, 对这一部分的处理使得算法过程

非常复杂。众多的研究者正是致力于发展各种健壮的算法来处理这一情形。运用最小二乘算

法,对噪声进行了有效抑制或者去除了“坏”区域的影响,因而具有很好的健壮性,是一种适用

于数字光学轮廓仪上的较理想算法。

　Fig . 1　Schem atic of t he dig ita l opt ical pr ofiler　　　　　　Fig. 2　F ringe pa ttern　　　
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　　　F ig . 3　Wrapped phase　　　　　F ig . 4　A section of F ig . 3

　　F ig . 5　Unwrapped phase( tr adit ional algo rithm)　　　　F ig . 6　A section of F ig . 5

　　F ig . 7　Unwrapped phase( least-squares algo rithm)　　　　F ig . 8　A section of F ig . 7
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Two-dimensional Phase Unwrapping Algorithms

CAO Yuan, WEI Chun-Long , CH ENG Wei-M ing , CHEN Ming-Yi

( Department of Fine M echanical Engineering ,

Shanghai Univ ersity ( J iading) , Shanghai 201800)

Abstract

　　The w ide use o f phase stepping interferom etry has gr eat ly facilitated the development o f

phase unw rapping technique. When used in digital opt ical pr ofiler, the phase unw rapping al-

gor ithm must be mor e general and robust , and has high eff iciency. The tw o typical algo-

rithm s: the t radit ional algorithm and the least-squares alg orithm have been discussed and ex-

amined by test ing o f an optical disk w ith the digital opt ical prof iler w e have developed. T he

exper im ental result show s that the least-squares algo rithm is rel iable and ideal .

Key words : Digital Optical Pr ofiler, Phase unw rapping , Least-squares algor ithm
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