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软弹滚体线接触的边界元分析

王建设

(中国科学院长春光学精密机械研究所　　长春 130022)

　　摘要　软弹滚体的接触是关于表面附有一层软弹性材料的滚体间的弹流动压润

滑问题, 它涉及滚体表面的弹性变形与流体压力之间的相互作用。考虑到表面易于出现

较大变形和两滚体间的压入啮合量, 用普通的模拟方法来研究这种接触问题, 在技术上

存在着很大的困难。本文应用边界元方法, 将流体的动压控制方程和表层弹性变形方程

分别转化为边界积分方程,并对这些方程施行迭代运算,从而获得收敛解,对这类接触

问题做了研究。研究结果将为结构设计、选择参数值提供指导性的依据, 表明这种方法

是对这类接触问题进一步研究的一种有效的方法。
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1　前　　言

F ig . 1　The tw o cont act models

　　在高质量的屏印刷、涂层、纺织、轴承

以及医学上人的骨骼关节等许多形式的结

构大多数都是由一种被认为是刚性的滚体

与另一个中心核是刚体而表面附有一层较

软弹性材料的滚体组成的, 如图 1所示。相

接触的这对滚体间要求有一适宜的压入啮

合量。滚体运动时将流体带入接触处,此处

流体由于其动压效应而形成膜压力,足够

的膜压力可以将滚体的两表面分开。流体

膜的压力将会引起滚体的弹性层发生变

形,改变流体膜的厚度;流体膜厚度的改变

又将引起流体膜压力的变化。这种接触问题可以作为软弹流动压润滑问题处理。解决这类问

题需要建立流体膜的动压模型和滚体表层弹性变形的分析模型, 目的是求出流体膜的压力
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和弹性层的表面变形。这是一个特殊的接触问题,与常见的接触模型不同。计算表层受压力作

用的变形, 已不能用普通的方法,按照半无限平面问题处理,而应按有限薄层的情况来考虑建

模问题。

对于流体膜压力和表层变形的求解,在物理建模之后,实际上成为各自的控制方程在这种

边界条件下的求解问题,并且要求得到是在流体膜压力与表面变形相互作用的前提下的收敛

解。所以问题的关键和难度均在于如何把工程分析的数值解法应用到这一问题中来。边界元

方法是一种具有强大优势、独具特点的有力工具。鉴于此,本文应用边界元的方法来研究这类

接触问题,旨在描述边界元的具体应用方法。

2　控制方程

2. 1　接触模型

图 1表示软弹流动压接触问题, 认为滚体 2是刚性的,滚体 1的表层是弹性的。与滚体的

圆直径尺寸相比, 认为接触宽度是相对较小的。用等效有限平面模型和等温条件下的牛顿流体

来分析这种接触问题。在描述基本控制方程时采用下面的无量纲量。
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其中: R=
R1R 2

R 1+ R2
——滚体的当量半径;

E=
2E 1

1- �2——等效弹性模量;

x——流体膜的坐标;

x 1 , x 2——滚体弹性表面的坐标;

e——滚体表面弹性层的厚度;

b——赫兹接触半宽尺寸;

h——流体膜厚度;

p——流体膜的压力;

�——波桑比;

u=
u1+ u2

2
——表面平均速度;

u j——在 j 方向上的表面位移;

�——流体动力粘度;

�——滚体上单位长度上的载荷;

p H——赫兹接触的最大压力;
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tj——在 x j 方向上的表面压力;

E 1——弹性层的弹性模量;

上标- ——无量纲量符号。

2. 2　流体膜运动的压力方程

对于图 1所示的模型, 在等温条件和牛顿流体的前提下, 控制流体膜运动的雷诺方程为

d
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* d P
dX

) + �= 0 ( 1)

式中:
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问题的边界条件为

P ( X a ) = P a = 0

P ( X b ) = P b = 0

dP
dX
�X

b
= P nb = 0 ( 3)

为求式( 1)和式( 3)的解,需先求式( 1)的基本解,用 �( X -�) 替换式( 1) 中的 �,得
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用 G( X ,�) 作为加权函数对式( 1)积分,得对于 X a < �< X b 的压力表达式

P (�) = [ -H * ( X a) G ( X a, �) ,

H
* ( X b) G( X b,�) ]
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流体膜入口处和出口处的压力梯度 Pna和 P nb分别为

P na =
1

H
* ( X b) G( X b, X a )∫

X
b

X
a

- �( X ) G ( X , X a) dX

P nb =
- 1

H
* ( X a) G ( X a, X b)∫

X
b

X
a

- �( X ) G( X , X b) dX ( 6)

2. 3　滚体表层的弹性变形方程

将滚体表层接触区求解域的整个边界离散为边界单元如图 2所示,单元为两节点的边界

元。对于每一单元 � e上的每一节点 �0 , 则平面应变的弹性方程为

cij (�0 ) u-j ( �0 ) +∫�- u-j (�) T- ij ( �0 ,�) d�-(�) =∫�- t-j (�) U- ij (�0 ,�) d�-( �) ( i, j = 1, 2) ( 7)

T- ij = 1
4�( 1-�)

1
r
- {
�r-
�n [ ( 1-2�) �ij + 2r-, ir-, j ] -( 1-2�) ( nj r-, i-n ir-, j ) }
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U- ij = 1
8�( 1-�) 2

[ ( 3 - 4�) ln 1
r
-�ij + r-, i r-, j ] ( 8)

其中:

r-2 = [ X j ( �) -X j (�0 ) ] [ X j (�) -X j (�0) ]

r
-
, i =

X i (�) - X i(�0)
r
- ( 9)

�r-
�n = ni r-, i

�0—— 边界上正在考虑的节点;

�—— 边界上被积分的节点;

cij—— 边界上角因素, 其值取决于节点 �0处局部形状;

uj—— 边界上 X j 方向的位移;

tj—— 边界上 X j 方向的压力。

F ig 2. Discret ization o f the finit e plane

边界元为两节点的单元 � e, 关于 � e 上的坐标 �, 形函数 N l 的表达式为

N l = a l(�+ bl ) , a l =

-
1
l e
, l = 1

　
1
l e
, l = 2,

　bl =
- �2, l = 1

- �1, l = 2
( 10)

弹性层求解域的边界条件为

内边界上:

u
-

j = 0　( j = 1, 2)

　　外边界上:

t
-

� = 0

t
-

n = -P
( 11)

对式( 7)积分,整理得
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　　[ H ] {U} = [ G ] {T } ( 12)

2. 4　流体膜厚方程

流体膜厚方程为

H ( X ) = H 0 +
X

2

2R
+ V ( X ) + S ( X ) ( 13)

式中:

H 0:压入啮合量,即不计表层变形时接触中心处两滚体表面之间的距离;

V ( X ) : 接触处表层的表面位移;

S( X ) :两滚体表面粗糙度。

2. 5　力平衡条件

无量纲压力的积分应满足下列平衡条件

∫
X

b

X a

PdX = �
2

( 14)

3　方程的求解过程

　　这类接触问题的求解过程是对于每次求得的流体膜压力, 需要求出相对应的弹性层表面

的位移,反复迭代,以期求得它们的收敛解。对式( 12)施加边界条件,并用高斯消去法,可降低

代数方程的阶数, 只剩下与接触区上节点位移和节点压力相关的低阶代数方程,这样处理之后

可加快求解的速度。

具体求解过程是

� 指定 H 0的值。对于给定的载荷, 按赫兹压力分布计算V ( X ) 的初始值。

� 由式( 13) 求出流体膜的厚度 H ( X )。

� 由式( 6)、式( 5) 求出流体膜的压力。

�由式( 12) 求出表层的表面位移V ( X )。

� 判断 V ( X ) 是否满足给定的收敛条件, 以及流体膜压力是否满足力平衡条件。否则, 用

求得的 V ( X ) 值,从步骤( 2)开始重复上述过程,直到满足上述条件时即可得到其数值解。

4　实例分析结果与讨论

　　作为一个实例来具体研究这种接触模型,选用参数的数值如下:滚体的半径分别为 R 1 =

0. 045m , R 2 = 0. 045m ,弹性层的厚度 e = 8mm ,表面速度 u = 1. 0ms
- 1
, W = 750,波桑比 �=

0. 45,并考虑表面粗糙度计算得流体膜压力曲线见图 3,膜厚曲线见图 4。两条曲线形状的差别

是表面粗糙度参数取值不同造成的, 说明表面粗糙度对流体膜压力和膜厚的影响是明显的。最

小膜厚的位置出现在靠近流体膜承载区的出口端,膜厚的数值相对来说较大,曲线形状的变化
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较为平缓,流体膜的压力比较小。这些结果反映了软弹流动压接触问题的特性。

F ig . 3　Film pressur e for ink contacts

Fig. 4　F ilm thickness fo r ink contacts

5　结　束　语

　　为研究这种软弹流动压接触问题,提出了关于流体问题、弹性体问题的物理模型和数学模

型。应用边界元方法将各自的控制方程转化成边界积分方程。经迭代运算可以快速求得边界

上和解域内未知量的数值解。为研究这一类问题提供了一条具体的途径。同时显示出边界元

方法的一些优越性。
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Analysis of a Soft Elastic Rolling Contact by

Boundary Element Method

WANG Jian-She

( Changchun I nstitute of Op tics and Fine M echanics,

Chinese A cademy of Sciences, Changchun 130022)

Abstract

　　T he sof t elast ic rolling contact is on the elastohydrodynamic lubricat ion ( EHL ) o f

rollers w ith a elastic lay er . It is concerned with the interact ion between the deformat ion o f

the soft elastomer covering on the rol ler and f luid pr essure. Because the lay er is easily de-

fo rmable, and there is an engagement betw een the tw o rollers, the contact is one of the most

dif ficult areas to model successfully using common methods. The hydrodynamic equat ion is

t ransfo rmed into a fo rm o f boundary integ ral equat ion and surface distor tion is obtained fr om

boundary integ ral equat ions in order to achieve the simultaneous iterat ive solut ion o f the gov-

er ning equat ions. T he contact behav iour is invest igated in this paper by means of boundary

element method. The results highlight the main roller tr ain design and operating parameter s

fo r the contact , and show that the method is eff icient for such layered problems.

Key words : So ft r olling contact , Numerical modelling , Boundary element method
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