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镜面面型误差的曲面方程处理方法

吴清文
(中国科学院长春光学精密机械研究所　　长春 130022)

　　摘要　在论述 Zern ike 多项式的优缺点的基础上,提出用曲面方程处理方法来处

理镜面面型。最后,讨论了曲面方程法的适应性和局限性。
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1　引　　言

　　镜面表面变形带来了光学性能的降低,对于天文光学和空间光学中的小像差系统,比较适

合于用变形引起的波面误差 (镜面的起伏)的方法来评价镜面的面型质量。自从 1934 年 F.

Zern ike 构造出 Zern ike 多项式[1 ]以来, 它一直被光学界用以表示镜面面型或光学系统的波

差,并在工程项目中得到广泛应用[2- 11 ] ,是因为它具有如下两方面的优点:

(1) 在单位圆上正交。函数系的正交使不同多项式的系数相互独立,对消除偶然因素的干

扰很有利。

(2) 和光学设计者惯用的 Seidel像差系数很容易建立起联系。如果空间相机能自动削除

某项像差 (如离焦) ,则可去掉该像差项,然后求取相应的残余面型误差作为镜面的面型误差,

从而获得最佳的面型或波差。

然而光学镜面往往并不完全满足 Zern ike 多项式的条件,比如镜面由于中心开孔或形状

并不为圆形 (如长条镜) ,而使 Zern ike 多项式的各项失去正交性。另外,在计算过程中采用最

小二乘法求系数,当多项式的阶数增至较多时求解极不稳定,系数矩阵可能有严重病态,反而

影响了其求解精度。这样对高精度镜面的面型处理不利,因而本文拟采用结构设计人员较为熟

知的曲面方程 (以常见的球面为例)处理方法来衡量镜面的面型误差。

2　用标准球面方程处理镜面面型误差

2. 1　方法的提出及假设

一个球面镜组件,在载荷作用下,镜面上的每一点的位移由以下三个因素组成:
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(1)镜面面型的变化,即相对于设计标准球面的偏离 (实际上,任何一个球面镜加工完成之

后总是存在面型误差的,已经偏离了标准球面) ;

(2)球面的曲率半径的偏离;

(3)球面的球心O (a, b, c)位置的偏离。

前两个因素在光学设计时对球面镜本身提出精度要求,即面型误差和半径误差要求。往往

半径误差的允许值在几何尺度上比面型精度大 4～ 5个数量级,同时半径误差可以通过调整光

学元件之间的间隔或通过调焦方式来补偿。球心的偏离指标通常是对装配、校正以及光机结构

的稳定性提出的,其允许误差的几何尺度也比面型精度大几个数量级,并且球心的轴向位移也

可以通过调焦获得补偿。因此镜面面型误差的曲面方程处理法基于以下两点假设:

(1) 镜面变形为线性微小变形;

(2) 镜面的总体形状尚未发生变化,也即如果变形前镜面是球面,变形后依然保持球面的

总体形状。

通过有限元法进行工程分析,我们可以求出标准镜面上一系列节点在载荷作用下的新坐

标位置,可以将这些点拟合出一个具有新的半径和球心位置的新球面。然后分别考察面型误

差、半径偏差、球面位移 (其中包括两个镜面倾斜、两个横向位移和一个镜面轴向位移)是否满

足光学设计对镜面提出的允许偏差指标。至于这时它已引入的像差及其组成情况,对光机系统

工程分析人员来讲并不十分关心,因为其任务是保证光学元件的统计面型精度以及镜面的空

间位置稳定性,所以产生了本文要讨论的方法。

2. 2　球面面型误差处理的基本步骤

标准球面方程的拟合,实际上是要根据变形数据找到满足残差平方和最小的标准球面方

程

R 2 = (x - a) 2 + (y - b) 2 + (z - c) 2 (1)

确定其中的常数R , a , b和c。理论上说,任何一组不共面的四点均能决定一个球面。这种拟合方

法, 可以将镜面上的所有 n个采样点按C 4
n组合,计算出C 4

n个球面和球心,最后根据所求得的所

有球心和半径按某种统计规律求取整个曲面的球心和半径。这种方法计算量大,引入的计算误

差也相应地增加,并且其统计规律并不已知,所以处理过程很难进行,不便采用。

假设理想球心为O (a , b, c) ,则变形后曲面上各离散点 P i (x i, y i, z i) 相对于球心O 的距离

的残差平方和

Ρ2 = ∑
n

i= 1

( l i - lγ) 2 (2)

l i = (x i - a) 2 + (y i - b) 2 + (z i - c) 2 (3)

lγ =
1
n∑

n

i= 1
l i (4)

　　由于变形前或变形后拟合出的球面上所有点到球心的距离均为常数,所以可直接取R =

lγ。由此可以推导出
Ρ2 = ∑

n

i= 1

l2
i - 2R∑

n

i= 1

l i + nR 2≈ ∑
n

i= 1

l2
i - nR 2 (5)

　　要得到最佳球面拟合,则需使 Ρ2= M IN。由式 (3)和 (5)可以看出,残差平方和表达式中
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a , b, c三参数是独立变量,且都分别与 Ρ2存在二次函数关系,二次项系数大于 0,每个变量均能

使 Ρ2 取得极小值,且其极值为单值。

基于上述推导,本文采用最小二乘法的原理,利用最优化方法中的等步长一维搜索法 (步

长为 step )进行球面拟合。设球心 P c (ac, bc, cc) 为变形前的标准球心,设计球面半径为R 0 ,然

后按以下步骤进行计算:

(1)读入镜面上所有节点的新坐标、球心坐标 ac, bc, cc和半径R 0 ,给定步长 step (取 step

≈ [RM S ]) ,并设 a = ac, b = bc, c = cc

(2)计算变形后曲面上任何一点 P i与 P c的距离 l i及其残差平方和 Ρ2
0 = ∑

n

i= 1

( l i - R ) 2,取

R =
1
n∑

n

i= 1
l i

(3)取 ac = ac+ step ,计算出新的距离残差平方和 Ρ2 及半径R

(4) 若 Ρ2 < Ρ2
0,则继续取 ac = ac + step , Ρ2

0 = Ρ2,并重复 (3)

(5) 若 Ρ2 > Ρ2
0,则停止,并取 ac = ac - step ,重复步骤 (3) ,计算新的残差平方和 Ρ2和半径

R

(6)若 Ρ2 < Ρ2
0,则继续取 ac = ac - step , Ρ2

0 = Ρ2,并重复 (3) 直到 Ρ2 > Ρ2
0为止。倒数第二

步的 ac 则为所求的球心的 ac。

(7) 依次将步骤 (3)～ (6) 中的 ac换成 bc和 cc,并重复步骤 (3)～ (6) ,求出相应的 bc和 cc

(8)缩小步长 (如取 step ( [RM S ]ö10) ,重复步骤 (2)～ (7)

到此拟合球面的任务就完成了,新拟合出的球面半径为R =
1
n∑

n

i= 1

l i,球面方程为R 2 = (x

- ac) 2 + (y - bc) 2 + (z - cc) 2。曲面上离散点与球心间距离的均方差 Ρ为变形后镜面的面型
误差RM S,球面半径变化为 ∃R = R - R 0,球心坐标变化为 ∃a = a - ac, ∃b = b - bc, ∃c = c

- cc。

该问题实际上是三个设计变量、一个目标函数的最优化问题。目标变量是残差平方和,而

设计变量 ac, bc, cc 是所求球心点的坐标值,其初值是原始球心坐标 ac, bc, cc。它们对于残差平

方和而言是独立变量,且当固定其中两个参数后,球面域内残差平方和问题变为圆域内的残差

平方和问题,第三个参数只有落在球心上才能使残差平方和最小,所以每个变量都有且仅有一

个值与最小残差平方和相对应,上述程序搜索到的球心唯一地满足球面拟合条件。拟合后的镜

面上节点到球心距离的均方根Ρ即为变形后镜面镜面的面型误差的RM S值,残差的最大和最

小值之差即为面型误差的 PV 值。

3　问题讨论

　　有限元程序的报告数据——变形值,类似于干涉检查所得的检测数据,本文试图获得一个

适用于CA E 软件的专用程序而做了相应的工作。标准球面方程拟合法用以处理镜面面型误

差,直观、简便,它适用于光机工程系统设计,不关心镜面变形引入的像差组成成分及其量值大
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小,只关心面型精度是否超差。这种方法使用的是最小二乘法概念,但无需进行矩阵方程求解,

消除了病态方程的弊端,简便易行,容易理解,适应性强。它完全可以推广到其他曲面,如抛物

面、椭球面等非球面的拟合,只是在计算残差时须作适当修正。该方法经两年多试用,效果甚

好,同时也发现一些缺陷,下面略作讨论和说明。

1. 由于程序运行过程中,针对给定的节点不断地寻找新的球心、半径,可能因为所选节点

的不同而影响计算结果,所以该方法较适合于整个镜面的误差处理,而不适合于其中的个别小

子域,特别是在节点数较少时。

F ig. 1　PV & rm s vs. no rm alized ra2
dius

　　2. 程序不直接反映球心、半径的宏观变化所带来的

波差影响,所以在处理面型误差时可能会出现如图 1 所

示的特例[12 ]。当镜子的背部均布三支撑点的支撑半径越

来越小时,镜面面型误差也越来越小,这是因为镜面越来

越趋于光滑所致。所以在考虑支撑结构时,单独以该程序

所计算的面型误差去衡量支撑效果是不够全面的,尚需

考虑整个结构的刚度。

3. 像差处理的其他方法:

A　可以在频域内进行像差快速处理。将面型检测

的空间信号规化到单位圆上,然后进行付立叶变换 (FFT )将其转化为频域信号。若信号曲线在

某点处出现较强的波峰,则说明该处有相应的波差存在。这种方法类似于 Zern ike 多项式法。

B　将镜面变形作一定统计后,经一定处理后表达成某种像差的表达式,如火星观测者相

机项目中,将光学系统的背焦长变化表示为镜面的挠曲变形和次镜的放大率的函数[13 ]。
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Trea ting w ith Surface F igure Error of M irroröL en s by

M ean s of Surface Equa tion

W U Q ing2W en

(Chang chun Institu te of Op tics and F ine M echan ics,

Ch inese A cad em y of S ciences, Chang chun 130022)

Abstract

　　T he advan tage and disadvan tage of Zern ike po lynom ials is sta ted, and an app roach to

trea t ing w ith the su rface figu re erro r of m irro rölen s by m ean s of su rface equat ion is p resen t2
ed. T he advan tage and lim ita t ion of the m ethod is d iscu ssed.

Key words: Su rface figu re, E rro r, L east squares m ethod, Roo t of M ean Squares

(RM S. )
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