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摘　要　介绍了几种实现波面 Zernike多项式拟合的常用算法。为避免因直接构造

法方程组而引入计算误差,这些方法归结为两种思路:一是从基底函数系入手, 通过变

换函数族的基底来改善法方程组状态; 二是直接从矛盾方程组入手, 应用 Householder

变换把系数矩阵正交三角化, 直接求解拟合系数。特别是第二种方法由本文第一次提

出, 它避免了构造法方程组,从而避免了以前的方法因构造的法方程组出现严重病态而

引入的计算误差,并且易于编程, 因而是一种比较理想的实现 Zernike 多项式拟合的算

法。
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1　引　　言

　　被测光学面形或光学系统的波面或表面总是光滑和连续的,波面拟合就是选择一个线性

无关的基底函数系的组合 W ( x , y ) 来拟合离散波差函数 w ( x i , y i)
[ 4]

,由连续的 W ( x , y ) 函数

表征被测系统的波象差函数或面形。通常选用 Zernike 多项式
[ 1]
进行波面拟合。

将被测波面用 n 项Zernike多项式表示为

w ( x , y ) = q1Z1 ( x , y ) + q2Z2 ( x , y ) + ⋯ + qnZn ( x , y )

= q
T
Z　　　　　　　　　　　　　　　 ( 1)

现有m 个离散测量数据点 w i( x i , y i) , i = 1, 2, ⋯, m

令 aij = Z j ( x i, y i) , i = 1, 2,⋯, m ; j = 1, 2,⋯, n。
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代入( 1)式得到矛盾方程组( m > n)

a11q1 + a12q2 + ⋯ + a1nqn = w 1

a21q1 + a22q2 + ⋯ + a2nqn = w 2

⋯⋯⋯⋯

am1q1 + am2q 2 + ⋯ + amnqn = w m

( 2)

简记作　　　　　Aq= W ( 2′)

其中A= ( aij )为m×n矩阵, q= ( q1, q 2,⋯, qn) T , W= ( w 1, w 2 ,⋯, w m) T。

矛盾方程组( 2)一般不存在通常意义下的解,即对任何n维向量 q,一般W- Aq≠O,此时,

用最小二乘准则来求解参数 q1 , q2, ⋯, qn ,从而导出线性方程组

∑
n

j = 1
∑

m

i = 1

aikqij qj = ∑
n

i = 1

a ikw i, ( k = 1, 2, ⋯, n) ( 3)

( 3)式即为求解最小二乘问题的法方程组(或正则方程组) ,求解此方程组即可得到 q1～ qn。但

在实际应用中,特别是对于本文所处理的数据量较大的情况, 通过上面的方法直接构造的法方

程组往往是严重病态的,造成计算错误,使拟合失败。为避免直接解法方程组,我们可以有两类

方法, 一是从基底函数系入手, 通过变换函数族的基底来改善法方程组的状态, 如 Gram-

Schmidt正交法和协方差矩阵法; 另一种方法是不用构造法方程组, 而直接从矛盾方程组 Aq

= W入手,应用 Househo lder 变换把系数矩阵A正交三角化, 从而得到精确求解。下面分别论

述。

2　算法描述

2. 1　Gram-Schmidt正交化方法

在最小二乘问题求解中, 法方程组常常出现病态, 这是作为基底函数的 Zernike多项式在

离散采样点上不正交造成的。因此,我们可以利用Gram -Schm idt 正交化方法求出在波差数据

点上离散正交的一组基底函数 V,就可以避免系数矩阵出现病态,从而准确求解系数向量 q。

正交基底函数 V可以用 Zernike多项式 Z的线性组合来表示,即

　　　　　　　　　　　　　V= DZ ( 4)

上式中, D是元素为 d ij的系数矩阵, V中的各元素满足下列方程

∑
�
Vr

1
Vr

2
=

0　　r 1≠ r2

1　　r 1 = r2

( 5)

式中, �为离散波差数据点的集合。
由 Gram-Schmidt正交法给出 d ij 如下:

d ij =

0　　　　　　　　　　 　　　i < j

∑
�

Z
2
i - ∑

i- 1

r = 1
(∑
�

Z iV
-

r ) 2
1
2 　　　i = j

- ∑
i- 1

r = 1
d iid rj ∑

�
Z iV

-
r 　　　 　　　i > j

( 6)
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由( 1)和( 4)式得

W ( x , y ) = q
T
Z = q

T
D

- 1
V
- = B

T
V
- ( 7)

其中, B
T = q

T
D

- 1 ,于是有

q = D
T
B　　B = ( B1 , B2 ,⋯, Bn) ( 8)

利用基底V的正交性, B可以由波面离散波差值用最小二乘法求出

B i = ∑
�

w ( x i , y i) V i ( 9)

将此式代入( 8)式就可得到系数 q,从而获得将已知离散数据点上波差值用多项式的线性组合

表示的波面函数。

2. 2　协方差矩阵法
[ 5- 6]

这是一种简化的 Gram -Schm idt 法,它避开了正交化过程,通过多项式的协方差矩阵的线

性变换来求解波差函数。这种方法可以大大减少计算量,且便于程序的编制。

具体方法如下:

我们定义 A ij 表示 Zi 与 Z j 的协方差,令

A kl =
1
n∑

m

i = 1
( Zki - Z

-
k) ( Z li - Z

-
l) =

1
n∑

m

i = 1
ZkiZ li - Z

-
k Z
-

l ( 10)

其中　　Z
-

j =
1
m∑

m

i = 1
Z j i　　( j = 1, 2,⋯, n) ,且 A lk = A kl

用 Gram-Schmidt法进行 n项 Zernike 多项式拟合时,协方差矩阵的前 n行所组成的矩阵

A 11 A 12 ⋯ A 1n A 1, n+ 1

A 21 A 22 ⋯ A 2n A 2, n+ 1

� � � � �
A n1 A n2 ⋯ A nn A n, n+ 1

就是解线性方程组的增广矩阵。推导证明见文献[ 6]。

我们只要求解下列方程组

A 11 A 12 ⋯ A 1n

A 21 A 22 ⋯ A 2n

� � � �
A n1 A n2 ⋯ A nn

q1

q2

�
qn

=

A 1, n+ 1

A 2, n+ 1

�
A n,n+ 1

( 11)

就可以得到所需的 Zernike 多项式的系数,也就得到连续光滑的波像差函数 W ( x , y ) 。

拟合的方差为
[ 6]
　 �2

n = A n+ 1, n+ 1 - ∑
n

j = 1
qj A n+ 1, j

2. 3　Householder变换法

法方程组( 3)式可以写为

A
T
Aq = A

T
W ( 12)

法方程组的条件数为 K( A
T
A) ,矛盾方程组的条件为 K( A) , 两者关系为K ( A

T
A) = K

2
( A) ,而 K

( A)≥1[ 2- 3] ,故法方程组的条件数要比矛盾方程组的条件数大,法方程组的条件比矛盾方程组

的条件要差,这常常使解法方程组所引起的误差会比直接解矛盾方程舍入 A时引起的误差大
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得多,更难捉摸的是实际计算出来的 A
T
A有可能不是正定的, 法方程组是严重病态的, 造成计

算错误,从而使求解失败。

因此我们可以考虑直接从矛盾方程组入手,用 Househo lder 变换对 A进行正交三角化,直

接求解最小二乘问题从而避免法方程组的构造,避免因构造的法方程组出现严重病态而引入

的计算误差。下面叙述 Householder 变换及用它解最小二乘问题的正交化方法。

Householder 变换,又称镜像映射法或反射变换。

定义 1　Householder 矩阵是指形式为

H = I - 2uu
T

( 13)

的矩阵,其中 u为列矩阵, u∈Rn,‖u‖2
2= u

T
u= 1。

根据定义可以看出, Householder 矩阵 H具有良好的性质:对称性(H
T = H ) ,正交性(H

T
H

= I )和对合性(H
2= I )。

应用中经常是确定一个 Househo lder 矩阵 H 的 u并不是单位向量, 把它规化
u
‖u‖需要

计算‖u‖,这是比较费时的,为此,改用如下定理的方法。

定理 1　设 u≠O,令 �=
1
2
‖u‖

2,则 H= I- �- 1
uu

T 是一个 Househo lder 矩阵。

Householder 矩阵的一个关键性质是它能被用来把零元引进向量中,具体地说就是下列

定理:

定理 2　设 x∈Rn , �= ±‖x‖, 且假定 x≠- �e, 则可找到一个 Householder 矩阵 H,使

Hx = - �e1 ( 14)

其中 e1( 1, 0, ⋯, 0)
T
。

证明　作 u= x+ �e1,求出 �= 1
2
‖u‖

2
,则 H= I- �- 1

uu
T
即为所求的 Householder 矩阵。

因为

�= 1
2

( x + �e1 ) T( x + �e1 ) = 1
2

(‖x‖2 + 2�x 1 + �2)

= �2
+ �x 1　　　　　　　　　　　　　　　

所以

Hx = ( I - �- 1
uu

T
) x = x -

( x + �e1 ) ( x + �e1) T

( �2
+ �x 1 )

x

= x - ( x + �e1) = - �e1　　　　　　　　

上述定理的证明是构造性的,即它叙述了计算 u与 �的过程, 一旦 �的正负号确定后,就可以

求出

　　　　　　　 u1 = x 1 + �
　　　　　　　u i = x i( i = 2,⋯, n)

以及 �= �( � + x 1)。

如果�与 x 1异号,在计算u1时就会发生抵消,因此, 取�= sign( x1 )‖x‖。在实际计算中,

常常是在形成 u后不再需要 x 的情况,为节省内存, u的分量可以冲掉 x的分量。

以上可归纳为下列算法:
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算法一　已知 x∈R
n
,利用本算法可求出 �, �, u, 使得 Hx= ( I- �- 1

uu
T
) x= - �e1

� 计算 �= Sign( x 1) x
2
1+ x

2
2+ ⋯, + x

2
n

� x 1←u1= x 1+ �
� �= �u1

这个算法在个别情况下,可能出现上溢或下溢而无法进行,补救的办法是对 x进行尺度变

换。于是算法一修改成:

算法二　本算法中的 u和 �虽已改变,但所得 Householder 矩阵H 仍与算法一相同。

� 计算 �= m ax
1≤i≤n

{ �x i�}

� x i←u i= x i/ �　( i= 1, 2, ⋯, n)

� 计算 �= Sign( u1 ) u
2
1+ u

2
2+ ⋯+ u

2
n

�u1←u1+ �
� 计算 �= �u1

��←��
现在描述矩阵的正交三角化过程。设A∈R

m×n, 把A的列向量记作aj = ( a1j , a2j ,⋯, amj ) T ,

j = 1, 2,⋯, n。

第一步,令 A1= A= ( a1, a2, ⋯, an) ,利用定理 2,取 x= a1= ( a11, a21 ,⋯, am1)
T
,求出 �= ±

‖x‖, u1= x+ �e1 ,�1=
1
2
‖u1‖2 , H1= I- �- 1

1 u1u1
T , H1a1= -�e1 ,令 �1= - �,于是

A2 = H1A1 =

�1 a
( 2)
12 ⋯ a

( 2)
1n

0 a
( 2)
22 ⋯ a

( 2)
2n

� � � �
0 a

( 2)
m2 ⋯ a

( 2)
mn

第二步,取 x= a
( 2)
22 ,⋯, a

( 2)
m2

T∈R
m- 1, 利用定理 2构造 H′2= Im- 1- �- 1

2 u2u2
T∈R

( m- 1) ( m- 1) ,从而

得 m×n矩阵, H2=
1 0

0 H′2
。

于是 A3= H2A2=

�1 a
( 2)
12 �( 2)

13 ⋯ a
( 2)
1n

0 �2 a
( 3)
23 ⋯ a

( 3)
2n

0 0 a
( 3)
33 ⋯ a

( 3)
3n

� � � � �
0 0 a

( 3)
m3 ⋯ a

( 3)
mn

,一般 Ak = H k- 1Ak- 1=
Rk rk Bk

0 Ck Dk

。如此继

续,直到 r = min( m- 1, n)步为止, 此时 Ar+ 1= H rH r- 1⋯H2H1A=
上梯形矩阵 n> m

上三角矩阵 n≤m
。

关于存储, 可用 uk= ( uk, k, uk+ 1, k,⋯, um, k) T 冲掉 ak,数 �k 和对角元�k 可以存放在数组A的

两个附加行上,如下列形式所示:

1235期　　　　　　　　　　　鄢静舟　等:用 Zernike多项式进行波面拟合的几种算法　　　　　　　　　　



u11 x x ⋯ x

u21 u22 x ⋯ x

� � � � �
um1 um2 x ⋯ x

�1 �2

�1 �2

在实际中, 一旦 H由算法二确定后, 则计算 HA的问题(其中 A= ( a1 , a2 , ⋯, an)为一已知矩

阵) ,通过HA= (Ha1 , Ha2 ,⋯, Han ) ,就化为计算 H a的问题了。由

Ha = ( I - �- 1
uu

T ) a = a - (�- 1
uu

T ) a ( 15)

可以看出,实际上没有必要构造出矩阵H= I- �- 1
uu

T。

根据以上的讨论, 我们写出矩阵的正交三角化的完整算法。

算法三　设 A∈R
m×n和 r = min{ m - 1, n} , 利用本算法求出 Householder 矩阵 H1, H2, ⋯,

Hr , 使 Ar+ 1= H rH r- 1⋯H1A为上梯形阵或上三角阵, Househo lder 矩阵 H k= I- �- 1
k uku

T
k 中的向

量 uk= ( 0, ⋯, 0, ukk,⋯, umk )
T
, 非零元 u ik冲掉 aik, 数 �k 放在 am+ 1, k的位置上, Ar+ 1的非零元 uik

(即 Rr + 1的元素)除对角元 �k 放在 am+ 2, k上外, 冲掉 A中的相应元素。

对 k= 1, 2,⋯, r ,执行第� 到第�步:

� 计算 �= m ax
k≤i≤m

{ �aik�} ;

� 如果 �= 0

　i　置 am+ 1,k = 0

　ii　重新开始对 k 的下一个值循环;

� a ik←u ik=
aik

�　( i= k, k+ 1, ⋯, m) ;

�计算 �= Sign( ukk) u
2
kk+ ⋯+ u

2
mk;

� 计算 ukk = ukk + �;
�am+ 1, k←�k= �ukk;

� am+ 2, k←�k= - ��;
�对 j = k+ 1, k+ 2,⋯, n,执行下列运算:

　i　计算 �= �- 1
k ∑

m

i = k
uikaij

　ii　a ij←aij - �uik　　( i= k, k+ 1,⋯, m) ;

� 如果 m≤n,则 am+ 2, m←am= amin。

在第�步计算 H′kD k 时, 我们利用( 8)式的结果,并用 H′kDk 冲掉 Dk。

我们这里的情况是 m> n,此时算法大约需要 mn
2
-

1
3 n

3
次乘法。这个算法十分稳定,如果

计算精确地进行, 算法将产生一个正交矩阵:

Q = HrHr - 1⋯H1 ( 16)

使得Ar + 1= QA是上三角矩阵。

用 Householder 变换解最小二乘问题就是应用 Householder 变换把矛盾方程( 2)式的系
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数矩阵 A正交三角化,使

QA =
R

O
( 17)

其中 R为 n阶上三角阵, O为( m- n)×n 的零矩阵, Q是由( 9)式得到的一个 m 阶正交矩阵。

并把m 维向量 QW相应地分块成 n维向量 C与( m- n)维向量 d,即

QW =
C

d
( 18)

于是

Q�= QW - QAq =
C

d
-

R

O
�q =

C - Rq

d
( 19)

因 Q是正交矩阵,所以

‖�‖2 = ‖Q�‖2 = ‖C - Rq‖2 + ‖d‖2 ( 20)

如果选择q,使得

C - Rq = O ( 21)

那么‖�‖2
将达到极小值,此时, 由( 20)式可得‖�‖2

= ‖d‖
2
, 而且从( 19)式有Q�=

O

d
。

因此

�= Q
T
O

d
( 22)

由( 21)式可知, n阶上三角形方程组

Rq= C

的解q就是最小二乘解,它是非常容易求解的。

等式( 18)、( 21)和( 22)实际上给出了一个用算法三的输出结果求解最小二乘问题的有效

方法。这里,可用形式H rH r- 1⋯H1W来计算QW,而不用先计算Q。类似的,也可在( 22)式中用

Q
T 的分解来计算 �。
算法四　矩阵 A∈R

m×n
为列满秩, 数组 A含有算法三的输出, 且W∈R

m
。本算法求解使 �

= W- Aq的范数达到极小的线性最小二乘问题,达到极小时的残差 �冲掉W。

� 对 i= 1, 2,⋯, n执行W←HiW

� C i = w i　( i= 1, 2,⋯, n)

� 解方程组　Rq= C

�置w i = 0　( i= 1, 2,⋯, n)

� 对 i= n, n- 1,⋯, 1执行

　　　　W←H iW

3　计算实例

　　为考核上述算法的计算精度, 选择具有代表性的协方差法和本文提出的 Householder 变

换法分别进行计算比较。一是对一套实际采集的波面数据进行拟合,离散波面数据见表 1, 拟
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合所得的多项式系数和拟合精度见表 2;二是取一系列数学波面 f ( x , y ) ,对其进行离散采样,

得到波面的离散数据点,对离散点进行拟合, 得到一用 Zernike 多项式表达的数学波面 g ( x ,

y ) , 令w ( x , y ) = f ( x , y ) - g( x , y ) ,根据w ( x , y ) 的P-V值和RM S值判断该算法的精度,结

果如表 3。

Table 1　Data from a real wavefront ( fringe order and coordinates)

coo rdinate o f the image cent er point ( X C = 965, YC = 1100) radius R = 500

the figure w it h shading r epresents the coordinate X ;

the under lined figur e is the fr inge o rder .

Coordina te

Y
- 4 - 3 - 2 - 1 0 1 2 3 4 5

1540 828 934 1025

1460 761 856 945 1034 1134 1250

1380 685 780 863 949 1030 1125 1226

1300 595 706 790 868 946 1028 1117 1214 1339

1220 622 713 794 869 947 1026 1113 1208 1322

1140 634 725 798 874 954 1033 1121 1205 1327

1060 512 646 729 804 884 962 1041 1123 1214 1326

980 510 647 739 817 893 971 1049 1130 1220 1343

900 641 736 820 895 979 1055 1143 1239

820 613 729 815 901 986 1070 1160 1278

740 710 813 902 989 1081 1190

660 813 913 1015 1132

Table 2　The Zernike polynomial coef f icients f rom two diff erent algorithms

item Housholder covar iance matr ix item Househo lder covariance ma trix

1 　5. 427926E0 　5. 42763E0 20 　2. 817164E- 1 　2. 814276E- 1

2 　1. 408930E0 　1. 409159E0 21 　2. 654130E- 2 　2. 657814e- 2

3 - 1. 810653E0 - 1. 810711E0 22 　5. 615170E- 3 　5. 372822E- 3

4 　2. 755189E0 　2. 754634E0 23 　3. 570307E- 3 　3. 575357E- 3

5 　2. 937777E- 2 　2. 943707E- 2 24 - 2. 661590E- 2 - 2. 670163E- 2

6 - 6. 527254E- 1 - 6. 531707E- 1 25 - 8. 517817E- 3 - 8. 575439E- 3

7 　8. 377225E- 1 　8. 379200E- 1 26 　2. 391989E- 1 　2. 392499E- 1

8 　9. 195976E- 1 　9. 197510E- 1 27 - 2. 036670E- 1 - 2. 037312E- 1

9 　7. 432610E- 2 　7. 407740E- 2 28 　3. 165893E- 2 　3. 168977E- 2

10 - 8. 335545E- 1 - 8. 335499E- 1 29 - 3. 307827E- 3 - 3. 395677E- 3

11 　1. 572843E0 　1. 572351E0 30 - 2. 387464E- 2 - 2. 3845202E- 2

12 　8. 704625E- 2 　8. 710876E- 2 31 - 3. 681429E- 2 - 3. 693016E- 2

13 - 1. 115767E- 1 - 1. 119794E- 1 32 　1. 373663E- 2 　1. 374274E- 2

14 　3. 105965E- 1 　3. 106627E- 1 33 - 2. 508924E- 2 - 2. 517268E- 2

15 - 2. 359183E- 1 - 2. 360796E- 1 34 　1. 330564E- 2 　1. 330002E- 2
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　　Table 2( continue)

item Housholder covar iance matr ix item Househo lder covariance ma trix

16 - 9. 894806E- 1 - 9. 896194E- 1 35 　6. 433435E- 3 　6. 414015E- 3

17 　8. 414636E- 4 　8. 927174E- 4 36 　1. 953641E- 3 　1. 953245E- 3

18 - 2. 064192E- 3 - 2. 259672E- 3 P-V 　9. 649459E- 2 　9. 650947E- 2

19 - 2. 479020E- 1 - 2. 478814E- 1 RM S 　1. 890423E- 2 　1. 890421E- 2

Table 3　Dif ferent mathematical descriptions of wavefront and the P-V ,

RMS value with dif ferent algorithms

mathematical descr ipitions
P-V RM S

Householder covariance mat rix Househo lder covar iance matr ix

( x 2 + y 2 ) 2 1. 693002E- 2 1. 693332E - 2 3. 017007E- 3 3. 016843E- 3

- 2x + 3xy 2 + 3x 2 3. 809254E- 2 3. 809467E - 2 6. 788266E- 3 6. 787919E- 3

y 2/ 4 - x 2/ 5 6. 348757E- 4 6. 348407E - 4 1. 131378E- 4 1. 131315E- 4

1 + 6y 2 - 6x 2 + 6y 4

+ 12x 2y 2 + 6x 3
3. 809254E- 2 3. 809900E - 2 6. 788266E- 3 6. 787911E- 3

5x 1. 265654E- 14 4. 863739E - 5 2. 076015E- 15 1. 000861E- 5

1 - 6y 2 - 6x 2 + 6y 3

+ 12x 2y 2 + 6x 3

+ x 4 + y 4

6. 348757E- 2 6. 347907E - 2 1. 131378E- 2 1. 131324E- 2

4　结　　论

　　上述的三种方法,前两种方法实际上都是基于 Gram -Schmidt 正交化方法,但它仍然离不

开法方程组的构造,只能在一定程度上改善法方程组的状态,而将 Househo lder 变换解线性最

小二乘问题用于波面拟合则完全避免法方程组的构造,因而是一个非常稳定的方法,经过实际

计算应用证明是可靠的。它的缺点是计算量较大,由算法三约化 A大约需要
2
3

n
3次乘法,而用

Gauss消去法解法方程只需要
1
3

n
3
次乘法,但多开销的计算量对于现代计算机来说是可以接

受的,也是值得的;算法的推导较复杂,但计算过程却相当简单,并且拟合方差的求解也比较简

便。因而该方法不失为一种较理想的精确求解 Zernike 多项式系数的方法。
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Abstract

　　Sever al alg orithm s fo r wavef ront f itt ing using Zernike po lynomial are studied. In o rder

to avo id the com putat ional error int roduced by direct const ruct ing normal equat ion group,

the alg orithm s can be divided into tw o classes. One is Gr am -Schmidt o r co variance matr ix

method, in w hich we transform the base funct ion set to meliorate the condit ion of the no rmal

equat ion g roup. T he o ther is called H ouseholder t ransfor mat ion m ethod, in w hich the matr ix

of inconsistent equat ion gr oup is o rthogonalized and triangulated using Householder t ransfor-

mat ion, and then the Zernike coef f icients can be w orked out by using a backsubstitution

technique. It is proposed fo r the f irst t ime. Being a method that can avoid the computational

error ef fect iv ely and can be easily performed, it has proven to be a feasible and ef f icacious al-

gor ithm.

Key words : Wavef ront f itt ing, Zernike po lynomial, Gram-Schmidt o rthogonalization

method, Covariance matrix , Householder t ransformat ion
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