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累积法的基本原理及其在测量数据处理中的应用
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摘要: 基于累积算子及其算法,论述了累积法的基本原理;以传感器误差修正为例,介绍了该方法在测量

数据处理中的应用。这种新颖的数据处理方法具有简单、直观、不直接处理模型的误差项等特点,特别适

合于多元、高次或多项式模型的参数估计以及时序数据分析。
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　　最小二乘法在工程技术中有着广泛深入的应

用,也是精密测量领域中最基本的数据处理方法。

最小二乘法以处理模型的剩余误差为出发点,以

剩余误差的平方和最小为目标。本文介绍的累积

法是一种新颖的数据处理方法,它可以保证平均

剩余误差为零,并同时确保绝对误差最小。其特点

是简单、直观,不直接处理模型的误差项。可以说,

在测试技术领域,这是一种具有较好应用前景的

新方法。

1　累积和的概念及算法

1. 1　累积和及其算子

所谓累积和就是对原始数据序列按一定的叠

加规律,进行相应的叠加后所得的结果。对于数据

序列 {x i: i = 1, 2,⋯, n}, 其各阶累积和∑
n

i = 1

(1)
x i,

∑
n

i = 1

(2)
x i, ⋯的定义如下:

∑
n

i = 1

(1)
x i = x 1 + x 2 + ⋯ + x n = ∑

n

i = 1
x i

∑
n

i = 1

(2)
x i = x 1 + (x 1 + x 2) + (x 1 + x 2 + x 3) +

⋯ + (x 1 + x 2 + ⋯ + x n) = ∑
n

i = 1
∑

i

j = 1

(1)
x j

∑
n

i = 1

(3)
x i = x 1 + [x 1 + (x 1 + x 2) ] +

[x 1 + (x 1 + x 2) + (x 1 + x 2 + x 3) ] +

⋯　 + [x 1 + (x 1 + x 2) + (x 1 + x 2 + x 3) +

⋯ + (x 1 + x 2 + ⋯ + x n) ] = ∑
n

i = 1
∑

i

j = 1

(2)
x j

依此类推,对于任意自然数 k ,可以定义

∑
n

i = 1

(k )
x i = ∑

n

i = 1
∑

i

j = 1

(k - 1)
x j (1)

　　此式即为求取各阶累积和的计算通式,其中

∑
n

i = 1

(1)
x i叫做一阶累积算子,∑

n

i = 1

(2)
x i 叫做二阶累

积算子,⋯,∑
n

i = 1

(k )
x i也就叫做 k 阶累积算子。当

k ≥ 2,称∑
n

i = 1

(k)
x i 为高阶累积算子。

1. 2　算法

分析 (1)式,我们便会发现,按 (1)式计算 k 阶

算子,随着数据个数 n 和阶数 k 的增加,其计算量

将呈海量增加。一般情况下,这种烦琐的计算是不

便于实际应用的。因此,寻找一种简便的计算方法

是促进“累积法”走向实用的关键。

下式 (2)给出了一种高效计算 k 阶算子的新

算法[1 ]。

∑
n

i = 1

(k )
x i =

1
(k - 1) !∑

n

i = 1

(n - i + 1) (n - i + 2)

⋯ (n - i + k - 1) x i (2)

1. 3　基本累积和

当原始数据的元素全为 1 时,称∑
n

i = 1

(k)
1 为 k

阶基本累积和,简记为∑
n

i = 1

(k )
。对于任意自然数 k ,

由 (2) 式可求出:
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∑
n

i = 1

(k )
=

1
k !

n (n + 1)⋯ (n + k - 1) (3)

例如: ∑
16

i = 1

(1)
= 16,∑

16

i = 1

(2)
= 136,∑

16

i = 1

(9)
= 1307504

2　累积法的基本原理

　　这里以多元线性回归模型的参数估计为例,

介绍累积法的基本原理。至于非线性或者多项式

模型的情形,其基本原理相同。

多元线性回归考虑的是因变量 y 与多个因素

(自变量) x 1、x 2,⋯, x m 之间的线性关系:

y = Β0 + Β1x 1 + Β2x 2 + ⋯ + Βm x m + Ε (4)

其中 Β0, Β1, Β2,⋯Βm 是m + 1个待估参数; y 是随

机变量, 而 x 1、x 2、⋯x m 可以是随机变量, 也可以

是非随机变量; Ε是随机误差。
为了估计模型参数 Β0, Β1, Β2,⋯Βm ,对变量进

行了 n 次观察, 得到 n 组观察数据{ (x i1、x i2、⋯,

x im ; y i) i = 1, 2,⋯, n},一般要求 n > m。

由于模型参数个数为m + 1个,为求出这些

参数,则累积算子的最高阶数 k 不应小于m + 1,

通常取 k = m + 1。对 (4) 实施累加算子,得到下

面的累积法方程组 (5) :

∑
n

i = 1

(1)
y i = Β0∑

n

i = 1

(1)
+ Β1∑

n

i = 1

(1)
x i1 + ⋯

　　　　 + Βm∑
n

i = 1

(1)
x im + ∑

n

i = 1

(1)
Εi

∑
n

i = 1

(2)
y i = Β0∑

n

i = 1

(2)
+ Β1∑

n

i = 1

(2)
x i1 + ⋯

　　　　 + Βm∑
n

i = 1

(2)
x im + ∑

n

i = 1

(2)
Εi

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

∑
n

i = 1

(m + 1)
y i = Β0∑

n

i = 1

(m + 1)
+ Β1∑

n

i = 1

(m + 1)
x i1 + ⋯

　　　　 + Βm∑
n

i = 1

(m + 1)
x im + ∑

n

i = 1

(m + 1)
Εi

(5)

记

Y =

∑
n

i = 1

(1)
y i

∑
n

i = 1

(2)
y i

�

∑
n

i = 1

(m + 1)
y i

X =

∑
n

i = 1

(1)

∑
n

i = 1

(1)
x i1 ⋯ ∑

n

i = 1

(1)
x im

∑
n

i = 1

(2)

∑
n

i = 1

(2)
x i1 ⋯ ∑

n

i = 1

(2)
x im

� � � �

∑
n

i = 1

(m + 1)

∑
n

i = 1

(m + 1)
x i1 ⋯ ∑

n

i = 1

(m + 1)
x im

Β=

Β0

Β1

�
Βm

　Ε=

∑
n

i = 1

(1)
Εi

∑
n

i = 1

(2)
Εi

�

∑
n

i = 1

(m + 1)
Εi

那么, (5)式简写为:

Y = X Β+ Ε (6)

上式中X 是已知的 (m + 1)阶常数方阵、Β是未知
的参数向量,而 Ε是均值为零的随机变量,满足条

件

E [Ε] = 0　cov (Ε, Ε) = Ρ2 Im + 1 (7)

由 (5)和 (6)式可得到:

E [Y] = X Β　cov (Y, Y) = Ρ2 Im + 1 (8)

如果X 是非奇异矩阵,且X
- 1存在,那么正规方程

为

Y = X Β (9)

由上式得 Β的累积法估计为

Βδ= X - 1Y (10)

由累积法估计的 Βδ具有这性质: Βδ是 Β的无偏估
计; Βδ是X 的线性函数,即 Βδ是一线性估计。
由 (10)得到回归方程:

yδ = Βδ0 + Βδ1x 1 + Βδ2x 2 + ⋯ + Βδm x m (11)

F ig. 1 　 F it t ing curve based on cum ulative2sum

m ethod
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3　应用实例

　　为修正某光栅式线性测头传感器的系统误

差,对其进行了定标测量。该测头的量程为 1mm ,

每隔 0. 05mm 测量一点,其结果如表 1所列。现用

3次多项式去拟合系统误差。误差 ∆与行程 x 的关

系设为:

∆ = Β0 + Β1x + Β2x 2 + Β3x 3 + Ε (12)

Table 1　Results of measuremen t of a tran sducer

N o. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

X (i) mm 0 0. 05 0. 1 0. 15 0. 2 0. 25 0. 3 0. 35 0. 4 0. 45 0. 5 0. 55 0. 6 0. 65 0. 7 0. 75 0. 8 0. 85 0. 9 0. 95 1. 0

∆(i) Λm 0. 5 0. 9 1. 0 1. 1 1. 1 1. 2 1. 2 1. 2 1. 1 1. 1 1. 1 1. 1 1. 0 1. 0 1. 1 1. 1 1. 2 1. 3 1. 4 1. 6 1. 9

　　 X —D isp lacem ent; ∆—erro r

　　应用累积法估计上式的参数值。根据前面给

出的公式,在计算机上利用M atlab 编程,能十分

方便地求出结果

其中

∑
21

i = 1

(1)
∆ = 24. 2, ∑

21

i = 1

(2)
∆ = 242. 4, ∑

21

i = 1

(3)
∆ = 1784. 1, ∑

21

i = 1

(4)
∆ = 10375. 4

∑
21

i = 1

(1)
x = 10. 5, ∑

21

i = 1

(2)
x = 77, ∑

21

i = 1

(3)
x = 442. 75, ∑

21

i = 1

(4)
x = 2125. 2

∑
21

i = 1

(1)
x 2 = 7. 175, ∑

21

i = 1

(2)
x 2 = 40. 425, ∑

21

i = 1

(3)
x 2 = 190. 383, ∑

21

i = 1

(4)
x 2 = 779. 24

∑
21

i = 1

(1)
x 3 = 5. 512, ∑

21

i = 1

(2)
x 3 = 25. 43, ∑

21

i = 1

(3)
x 3 = 102. 054, ∑

21

i = 1

(4)
x 4 = 365. 837

而　　∑
21

i = 1

(1)
= 21,　　∑

21

i = 1

(2)
= 231,　　∑

21

i = 1

(3)
= 1771,　　∑

21

i = 1

(4)
= 10626

　　由此可写出矩阵:

X =

21 10. 5 7. 175 5. 512

231 77 40. 425 25. 43

1771 442. 75 190. 383 102. 054

10626 2125. 2 779. 24 365. 837

∆=

24. 2

242. 4

1784. 1

10375. 4

由 (10)式可求出

Βδ = X - 1∆
= [ 0. 6018, 4. 6320, - 11. 2263, 7. 8869 ] T

用累积法拟合出的曲线如图 1所示,其标准差

Ρ = 0. 0448,拟合方程为

∆δ= 0. 6018 + 4. 6320x - 11. 2263x 2 + 7. 8869x 3

(13)

对于 (12)式,按最小二乘法求解,得到的拟合方程

为 (14)式,其标准差 Ρ = 0. 0486。

∆δ= 0. 6018 + 4. 6319x - 11. 2261x 2 + 7. 8867x 3

(14)

　　比较 (13)、(14)两式,可以看出:在本例中,累

积法与最小二乘法的求解效果是一致的。

4　结　束　语

　　由于累积法具有简单、直观、不直接处理模型

的误差项、又便于计算机实现等特点,因而在测量

数据处理领域有较好的应用前景。本文介绍的参

数估计实例仅仅是其应用的一个方面,还有许多

其它方面的应用值得去探索。
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Fundam en ta l of cum ula tive- sum m ethod and its appl ica tion in

m ea surem en t da ta processing
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Abstract: Based on the cum u lat ive opera to r and its a lgo rithm , fundam en ta l p rincip le of Cum u lat ive2
sum M ethod is p resen ted. T ak ing erro r modif ica t ion of a tran sducer fo r in stance, the app lica t ion of

the m ethod is in t roduced in the field of m easu rem en t data p rocessing. T h is novel data2p rocessing

m ethod featu res simp licity, percep t ion, and non2direct t rea tm en t of residual erro r of models, and is

especia lly emp loyed to est im ate param eters of m u lt i2variab le h igh2o rder non2linear models o r to

analyze sequen t ia l data.

Key words: cum u lat ive2sum m ethod; data p rocessing; param eter est im at ion; least2square m ethod
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