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圆形域干涉图中的相位解包裹
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摘要: 相位解包裹问题是许多干涉术中存在的基本问题。运用 DCT 方法的解包裹算法是十分有效、健壮

的,然而仅适用于方形域条纹图处理。本文引入加权迭代方法将其有效地运用于常见的圆形域干涉图的

处理。模拟结果表明,加权迭代法的计算精度可达 10- 7rad, 相对于普通的 DCT 解包裹算法有非常大的

提高。我们在自行研制的 DOP- 2000型数字光学轮廓仪上 ,运用相移干涉术对一多刻线样板进行了测

量,实验结果进一步表明, 本文的加权迭代法是一种非常有效和实用的方法。
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1　引　　言

　　众所周知, 相移干涉术、傅氏变换轮廓术、数

字散斑和全息干涉术等
[ 1]
都普遍存在一个问题,

即所求相位包裹( phase-w rapped)于 [ - �, �]之
间, 必须进行解包裹( phase-unw rapping )方能恢

复所求正确相位分布。近年来对这一问题的研究

正不断深入。大量的基于各自问题的算法层出不

穷。然而,其中有两种基于最小二乘意义下的算法

颇有普遍实用价值,一是运用塞可罗夫正则化理

论的算法
[ 2]

;再是运用离散余弦变换( DCT )的算

法
[ 3]
。后者因其简洁明快,笔者所在研究小组曾进

行了这方面的研究报道[ 4]。由于常见的离散余弦

变换是基于 MxN 的方形域的,因此,在圆形域的

干涉图处理中是不适用的。本文在离散余弦变换

的基础上,运用加权迭代方法,对圆形域干涉图进

行了有效的相位解包裹, 给出了数值模拟结果及

实验验证。

2　原　　理

2. 1　普通的运用 DCT 的解包裹算法[ 3]

由相移干涉术等易于求得被测物的包裹相

位,设为 � i, j ,  i, j 为 M × N 方形离散点上的解

包裹相位,则有

� i, j =  i, j + 2�k ,　k 为整数

- �≤ � i, j ≤ �, i = 0, ⋯,M - 1;

j = 0, ⋯, N - 1 ( 1)

定义包裹算子W r ,可得

W r{ i, j } = � i, j ( 2)

定义:

!x
i, j = W r{ � i+ 1, j - � i, j }

i = 0,⋯,M - 2; j = 0,⋯, N - 1

! x
i, j = 0,其他 ( 3)

!y
i, j = W r{ � i, j + 1 - � i, j }

i = 0,⋯,M - 1; j = 0,⋯, N - 2

! y
i, j = 0,其他 ( 4)

其中,上标 x 和 y 分别指 i和 j 相应的差。作

S = ∑
M - 2

i = 0
∑
N - 1

j = 0
(  i+ 1, j -  i, j - ! x

i, j ) 2 +

∑
M- 1

i = 0
∑
N - 2

j = 0

(  i, j+ 1 -  i, j - !y
i, j ) 2 ( 5)

求解 S 最小二乘意义下的方程组,即可获得相位

解包裹的解  i, j 。

上述最小二乘方程组的法方程为
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 i+ 1, j +  i- 1, j +  i, j + 1 +  i, j- 1 - 4 i, j =

!x
i, j - !x

i- 1, j + !y
i, j - ! y

i, j - 1 ( 6)

对上式作简单恒等变换,得

(  i+ 1, j - 2 i, j +  i- 1, j ) +

(  i, j + 1 - 2 i, j +  i, j - 1) = ∀i, j ( 7)

其中

∀i, j = ( !x
i, j - !x

i- 1, j ) + ( !x
i, j - !x

i, j- 1 ) ( 8)

由

�2

�x 2∀( x , y ) +
�2

�y 2 ( x , y ) = ∀( x , y ) ( 9)

可见式( 7)实际上是 M × N 方形网格上的离散

Po isson方程,因为式( 7)对所有方形网格点 i =

0, ⋯,M - 1; j = 0, ⋯, N - 1都是有效的,并且

被用于计算 ∀i, j 的相位差仅在网格区域内是非零
的。因此, 可以直接得出离散 Poisson 方程的

Neumann 边界条件

!x
- 1, j = 0, ! x

M- 1, j = 0, j = 0,⋯, N - 1( 10)

! y
0, - 1 = 0, !y

i, N - 1, j = 0, i = 0,⋯,M - 1

( 11)

引入正反离散余弦变换( DCT )可得

 i, j =
1

MN∑
M- 1

m = 0
∑
N - 1

n = 0

W r1 (m)W r 2( n)  �m, n �

cos
�
2M

m( 2i + 1) co s
�
2N

n( 2j + 1)

( 12)

将式( 12)代入式( 7) , 并在式( 7)右边作类似的展

开,化简后,即得 DCT 域的精确解:

 �m, n = ∀�m, n

2 cos
�m
M

+ co s
�n
N

- 2
( 13)

通过式( 12)的反 DCT 变换即可得相位解包裹的

 i, j 。式( 12)的 Neumann 边界条件简写为:
 0, j -  - 1, j = 0,  M , j -  M- 1, j = 0, j = 0, ⋯,N - 1

 i , 0 -  i , - 1 = 0,  i, N -  i, N- 1 = 0, i = 0,⋯,M - 1

( 14)

2. 2　加权迭代的运用 DCT 的解包裹算法

上面 2. 1实际上给出了在最小二乘意义下运

用余弦变换解超定线性方程组的方法,

Ax = b ( 15)

法方程组为

A
T
Ax = A

T
b ( 16)

其中 x是一个 M×N 的相位值向量, b是包含包

裹相位差的长度为 N (M - 1) + M ( N - 1)的向

量, T为转置矩阵。式( 16)可重写为

P = ∀ ( 17)

其中, P= A
T
A 为对向量  作离散拉普拉斯变换

的矩阵,∀= A
T
b为包含对包裹相位差作离散拉普

拉斯变换的向量。通过 2. 1节可知如何求解式

( 17)。若条纹图中存在一些无相位信息区域(如圆

孔径外部) , 则直接解式( 17)将导致误差,然而可

以通过加权予以分离出来, 以使得运用 DCT 的

相位解包裹结果方法可行且更为准确。这样相位

去包裹问题归结为求解加权的最小二乘意义下的

方程组:

WAx = Wb ( 18)

法方程组为

A
T
W

T
WAx = A

T
W

T
Wb ( 19)

其中W为权重矩阵。

令 Q= A
T
W

T
WA, b-= W

T
Wb代入式( 19) ,得

Qx = A
T
b
- ( 20)

再将 C= A
T
b
-代入式( 20) , 得

Q = C ( 21)

由此可见, b-为包含权重相位差的简单向量, C只

不过为修正的权重化的包裹相位差的拉普拉斯算

子。式( 21)完全类似于式( 17)。因此式( 21)实为

加权的最小二乘意义下相位解包裹的方程组。

运用离散余弦变换直接精确解式( 21)是不可

能的。但是运用下面的迭代却能够解得精确解。

分解矩阵Q成为

Q= P + D ( 22)

将式( 22)代入式( 21) , 得

( P + D)  = C ( 23)

或

P = C - D ( 24)

运用迭代方法解式( 24) ,有

P k+ 1 = C - D k ( 25)

其中, k 为迭代次数。

回顾

D k = (Q - P)  k ( 26)

其中 Q= A
T
W

T
WA为修正的对权重相位差的离散

拉普拉斯算子, P= A
T
A为对非权重相位差的普

通离散拉普拉斯算子。因此, D只不过是对  k的

矩阵差算子。

式( 25)是迭代方法的基础。相应算法归结如

下:

( 1) 由普通权重和包裹相位差计算修正的离

散拉普拉斯算子, 进而计算向量 C,并存贮之。

( 2) 定义最大迭代次数 Kmax。

( 3) 设迭代计数器, k= 0和  k= 0(或某一猜

测初值)。
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( 4) 计算向量 Pk= C- D k。

( 5) 运用 2. 1节解 P k+ 1= ∀k, 得  k+ 1。

( 6) 若 k< kmax ,继续, 否则停机, 设定最后解

为  k+ 1。

( 7) 更新迭代计数, k= k+ 1。

( 8) 转( 4)。

3　数值模拟及实验验证

　　对方形域而言, 运用 DCT 的解包裹算法是

精确的,而对圆形域而言, 当运用 DCT 的解包裹

算法时,其外接长方形中圆域外值将置零或某个

常数,因此,在其结果将引入误差。图 1是给出的

圆形理想斜平面, 图 2是其包裹相位分布, 图 3是

运用 DCT 的解包裹后的相位分布,其边缘误差

很大,高达 4. 03rad。图 4是运用引入加权迭代后

得解包裹结果。与图 1比较,其误差为截断误差量

级( 10
- 7

rad)。由此可见该方法的有效性。

F ig . 1　Simulated ideal pha se

Fig . 2　Wrapped pha se

F ig . 3　Unw rapped phase using convent ional DCT

F ig . 4　Unw rapped phase using w eighted and iter ative

DCT

F ig . 5　An inter fer og ram o f the mult i-lines sample
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Fig . 6　Wrapped pha se

　 　 Fig. 7 　 Unw rapped phase using conventional

DCT

F ig . 8　Unw rapped phase using w eighted and iter ativ e

DCT

　　本文进一步进行了实验验证。首先,在我们自

行研制的 DOP- 2000型数字光学轮廓仪上[ 5- 6] ,

运用相移干涉术求得一多刻线样板得包裹相位。

图 5是其干涉图。图 6是相应的包裹相位图。图

7是运用普通 DCT 的解包裹相位图,其边缘误差

尤为明显。图 8为运用了引入加权迭代后的解包

裹结果, 边缘误差消失。图 9为图 7 和图 8之差

值。以上充分证明本文方法的有效及健壮性。

Fig. 9　Difference bet ween F ig . 7 and Fig. 8

4　结　　论

　　本文在具有最小二乘意义的 DCT 解包裹算

法基础上,引入加权迭代方法对圆形域的相位包

裹图进行了相位解包裹处理。模拟结果表明,加权

迭代法的计算精度可达 10
- 7

rad, 相对于普通的

DCT 解包裹算法有非常大的提高。实验结果进一

步表明,本文的加权迭代法是一种非常有效和健

壮的方法。该方法不仅适用于一般的没有间断处

的干涉图的处理, 而且对于有非连续(如有边缘截

取,烂斑等)的表面测量具有较好的实用价值。
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Abstract: Phase-unw rapping is a basic problem in many interferometr y. The phase unw rapping alg o-

rithm using DCT method is one of specially ef fect ive and robust ones. However, it is only suitable for

rectang le f ields. In this paper, it is effect iv ely used for circle f ields by int roducing w eighted and itera-

tiv e methods. The computer simulation show s that the accuracy can reach to 10- 7
rad and important

improvement is made. A sample of multiline is measured using phase-stepping interfer ometry in DOP-

2000 digital opt ical prof iler developed by us. Further exper imental r esults indicate that the method is

very ef fect iv e and pract ical.

Key words : phase-unw rapping ; weighted iterat ion; interferometr y
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