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摘要:针对间接测量数学模型难于建立的问题, 提出了基于径向基函数神经网络的非参数测量模型的建

立方法。利用对训练样本的聚类结果来确定基函数的中心,使得神经网络在较少的训练样本条件下仍可

获得较高的建模精度。应用实例验证了本方法的有效性。

关　键　词:测量模型; 径向基函数; 神经网络; 聚类

中图分类号: TP391. 41　　文献标识码: A

1　引　　言

　　许多复杂工业对象重要输出变量的测量有时

因无相应传感器或测量滞后较大等因素而无法实

时检测,但较好反映该量的其他变量却能直接检

测到,它们之间的关系可以用一个多元函数(线性

的或非线性的)来描述,这个映射函数称之为测量

模型, 故测量模型的建立是对这些输出变量在线

监测与控制的先决条件。

建立测量模型可以从两个方面入手, 一是分

析工业过程的机理得到机理模型; 另一种是通过

反映工业过程运行的数据直接建立模型。由于机

理方程推导和运算的复杂性,通常采用第二种方

法。目前,研究实验数据相互关系,建立模型的方

法主要是回归法
[ 1]
。在具有测量模型为近似线性

等先验知识的条件下, 用线性回归方法可以得到

较高的建模精度。但绝大多数被研究对象普遍具

有非线性,在这种情况下,往往通过变量代换的方

法把非线性回归转化成线性回归, 或者将非线性

关系表为(或展成)幂级数(多项式) , 再通过变量

代换转化为多元线性回归问题。这种方法的主要

局限性有: 1. 必须预先确定回归模型的结构; 2. 自

变量的选择无法在线增减; 3.在对象非线性较强

时建模精度不高。

神经网络由于具有很强的非线性映射能力,

使其在多维非线性函数逼近、多维非线性系统建

模等领域得到了成功的应用,但也存在着一定的

局限性,主要是神经网络训练时要求有较多数量

的训练样本,且对样本的分布具有一定的要求。若

训练样本较少或样本分布不合理时, 建模精度不

高。

　　针对以上问题,本文提出了一种基于径向基

函数( Radial Basis Funct ion)神经网络(简称 RBF

网络)的非参数测量模型的建立方法。同时,为了

保证在测量数据样本较少时同样可以获得较高的

建模精度, 训练 RBF 网络时采用 k- 均值聚类算

法来确定网络隐层节点基函数的中心,通过实例

建模与检验,取得了理想的结果。

2　神经网络模型的选择

　　在非线性建模领域应用得较为成功的神经网

络模型主要有: 多层前向 BP( Back Propagat ion)

网络(简称 BP 网络) , 径向基函数( RBF)网络等。

用神经网络进行建模时, 它能够有效地处理测量

过程的非线性和滞后, 同时它不需要很多工业过

程的先验知识,而是根据输入输出数据直接建模。

BP 网络理论上可以以任意精度逼近任意非线性

映射,但在实际应用中存在以下问题: 1.存在局部

最优问题; 2. 网络初始权值及学习速率的选取对

网络的收敛速度及稳定性有极大的影响; 3. 网络

隐层节点个数的确定需要人的介入, 难以在算法

中确定下来。以上问题的存在,使 BP 网络的建模
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精度、建模速度及所建模型的通用性大打折扣。

RBF 网络模型的出现,使 BP 网络存在的问题得

到了较好的解决, 它不但可以获得全局最优点, 有

较高的逼近精度, 而且迭代次数少,算法具有很好

的通用性[ 2]。

3　径向基函数( RBF)网络

3. 1　RBF网络的基本原理及其算法

　　RBF 神经网络是一种两层前传网络,其网络

结构如图 1所示,隐层执行的是一种固定不变的

非线性变换, 将输入空间映射到一个新的空间, 输

出层在该新的空间中实现线性组合, 从而实现 f :

X
n→Ym 的非线性映射, 可调节的参数就是该线性

组合器的权。

F ig . 1　Topo lo gical str uctur e of RBF

图 1中, 隐层各单元的输出为

R i = �(‖X - ci‖) 　　i = 1, ⋯, r ( 1)

其中, �(�) 为网络隐层节点高斯基函数,取 �( v )
= exp ( - v

2�ln2) , R i是隐层第 i个单元的输出,

X 是输入模式, ci 是隐层第 i 个单元基函数的中

心, r 为隐层节点数。设 w ij为第 i个隐层单元到

第 j 个输出层单元的连接权值, 则网络的输出可

用式( 2)来表达:

y j ( X ) = ∑
r

i = 1

w ijR i　　j = 1,⋯, m ( 2)

3. 2　RBF网络的学习训练算法

训练神经网络的目的在于寻找合适的权值,

使式( 3)表示的输出误差平方和最小。

min‖Y
�
- WR‖

2
( 3)

式中,‖* ‖为欧氏范数, Y�为期望输出矩阵,W

为权值矩阵, R= [ R1 , R2 , ⋯, R r ]为隐层输出矩

阵。则网络权值的调整可转化为式( 4)所示的最小

二乘问题(式中 �噪声干扰阵)。

Y
� = WR + � ( 4)

当隐层单元基函数的中心确定之后, 隐层单元的

输出可由式( 1)求出,这样网络的连接权就可通过

求解线性方程组来确定。

本文的应用实例中讨论的是双输入单输出的

情形,此时 RBF 网络要逼近的映射关系如式( 5)

所示。

f ( X ) = w 0 + ∑
r

i = 1

w i�(‖x - ci‖) ( 5)

学习就是根据训练样本确定隐层节点基函数的中

心 ci ( i= 1,⋯, r )及权值 w i( i= 0, ⋯, r )的过程。

3. 3　确定 RBF网络高斯基中心的 k - 均值聚类

算法

事实上,对 RBF 网络性能有重要影响的关键

因素就是基函数中心的选取。在实践中,可以将中

心选为数据的某个子集, 当然这种子集的选取应

当是对输入适当抽样的。如果从数据点中任意选

取中心,这样构造出来的网络性能一般是不能令

人满意的,特别是在数据样本较少且样本分布不

合理时,中心可能靠得太近产生近似线性相关, 从

而带来数值上的病态条件, 使网络泛化能力变差。

针对这种情况,为改善网络的泛化能力,对已知的

训练样本点先进行聚类,使 ci 尽可能均匀地对输

入数据抽样, 再将各聚类的中心作为隐层节点径

向基函数的中心。聚类算法采用 k- 均值聚类算

法,其中,类的数目 k 采用 RPCL( Rival Penalized

Competit ive Learning )方法确定
[ 3]
, 这是一种无

监督学习方法,不仅简单,而且性能良好。

k - 均值聚类算法的基本步骤是[ 4] :

( 1) 先选中 k 个样本点作为初始聚类点。为

合理选择这 k 个聚类点, 对所有 n 个样本点作以

欧氏距离 d 为半径的“超球”, 计算各点之间的距

离。把与某点的距离小于 d 的点的个数作为该点

的“密度”,并取 n个样本中“密度”最大的前 k 个

点作为初始聚类点。

( 2) 对于剩下的n - k 个样本点,分别计算每

点到各聚类点的距离, 并将该点归入最近的凝聚

点所代表的类,然后计算各类的重心(均值) ,作为

新的凝聚点。

( 3) 不断重复步骤( 2) ,直到下列两个条件之

一满足时停止迭代。

　　 ( a) 前后两次聚类结果相同。

　　 ( b) 前后两次凝聚点位置基本上重合。

4　非参数测量模型建立的应用实例

　　 为比较多元线性回归和 RBF 神经网络建模

的精度,对测量模型是线性和非线性的情况,根据
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已有的测量数据用上述三种方法建立了各自的模

型,并用实际测量数据对所建的模型进行了检验。

4. 1　已知测量模型为线性的情况

采用文献[ 1]中第 127页例 5- 12的 29组测

量数据,由该文献知某变量 Y 受变量 X 1、X 2的影

响,通过试验获得表 1中的一批数据,且根据经验

Y 与 X 1、X 2成线性关系。

Table 1　Measurement data

o rder X 1 X 2 Y order X 1 X 2 Y

1 15. 58 1. 95 1. 34 16 17. 88 2. 52 2. 41

2 10. 68 1. 37 1. 27 17 13. 38 1. 43 1. 69

3 15. 62 2. 39 1. 56 18 14. 21 2. 27 1. 59

4 15. 78 1. 14 1. 48 19 16. 80 1. 41 1. 19

5 13. 22 1. 85 1. 40 20 16. 38 1. 78 2. 44

6 16. 44 1. 32 1. 82 21 10. 81 1. 32 1. 35

7 11. 40 2. 05 0. 85 22 17. 26 1. 31 1. 57

8 16. 17 1. 11 1. 40 23 14. 92 1. 42 1. 64

9 14. 03 1. 47 1. 15 24 18. 14 2. 13 1. 64

10 15. 67 1. 38 1. 89 25 18. 15 1. 20 2. 34

11 12. 74 1. 35 0. 87 26 10. 31 0. 98 0. 65

12 11. 73 1. 33 1. 53 27 11. 40 1. 27 1. 19

13 14. 84 1. 09 1. 25 28 12. 57 0. 87 2. 06

14 13. 73 1. 27 2. 47 29 17. 61 1. 21 1. 57

15 15. 12 1. 78 1. 83

　　取表 1中的前 20组数据分别用线性回归[ 1]、

RBF 网络基函数中心任选、RBF 网络基函数中心

由聚类算法确定等方法分别建立了测量模型。其

中,采用最后一种方法建模时, 聚类中心分别为:

c1= [ 16. 0550 1. 5600]、c2= [ 13. 1891 1. 5691]、c3

= [ 17. 8800 2. 5200] , 聚为 3类, 权值分别为: w 0

= 1. 1612、w 1 = 0. 5568、w 2 = 0. 4490、w 3 = 1.

1934。当隐层节点基函数中心从训练样本中选取

时,训练后隐层节点的个数为 19 个, 由于篇幅所

限,具体中心值及网络权值不再给出。为了检验各

种方法的建模精度,利用表 1中第 21～29号九组

数据来对各自模型进行检验,其结果如表 2所示。

Table 2　Comparing results of linear regression model and RBF model

Order

r
X 1 X 2 Y

L inear reg ression

model

RBF model

( without cluster ing )

RBF model

( after clust ering )

P rediction er ro r Pr edict ion er r or Pr ediction err or

1 10. 81 1. 32 1. 35 1. 12 0. 23 1. 47 - 0. 12 1. 17 0. 18

2 17. 26 1. 31 1. 57 1. 83 - 0. 26 - 0. 87 2. 44 1. 69 - 0. 12

3 14. 92 1. 42 1. 64 1. 59 0. 05 1. 62 0. 02 1. 44 0. 20

4 18. 14 2. 13 1. 64 2. 03 - 0. 39 1. 24 0. 40 2. 21 - 0. 57

5 18. 15 1. 20 2. 34 1. 91 0. 43 - 1. 67 4. 01 1. 52 0. 82

6 10. 31 0. 98 0. 65 1. 02 - 0. 37 0. 63 0. 02 1. 16 - 0. 51

7 11. 40 1. 27 1. 19 1. 18 0. 01 1. 81 - 0. 62 1. 21 - 0. 02

8 12. 57 0. 87 2. 06 1. 26 0. 80 0. 69 1. 37 1. 41 0. 65

9 17. 61 1. 21 1. 57 1. 85 - 0. 28 - 1. 91 3. 48 1. 60 - 0. 03

er r or sum o f squares:

　　　　　　1. 315

err or sum o f squar es:

　　　　　　 36. 581

Err or sum of squar es:

　　　　　　 1. 768

　　从表 2中可看出,由于 Y 与 X 1、X 2存在近似

线性关系,故线性回归模型获得了较理想的预测

效果。对于 RBF 神经网络模型来说,由于训练样

本太少,且样本分布不甚合理,神经网络模型没有

得到很好的训练,使得在有些预测样本的预测误

差较小而另外一些预测样本的预测误差很大, 故

此时神经网络模型的预测精度与线性回归模型相

比较低。但将 RBF 网络基函数的中心由训练样本

聚类确定后建立的神经网络模型的预测精度与未

聚类相比有了较大程度的改善,尽管训练样本数

量较小,其预测精度已与线性回归模型的预测精

度相差无几。
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4. 2　无测量模型先验知识的情形

为了便于与上面的应用实例进行比较, 我们

仍采用对被测量有两个主要影响变量的模型, 设

计实验获得 49组数据如表3所示。与表 1数据不

同的是,无有关被测量 Y 与变量 X 1、X 2关系的先

验知识。

Table 3　Measurement data

order X 1 X 2 Y o rder X 1 X 2 Y

1 16. 76 1. 69 1. 64 26 12. 17 1. 22 1. 85

2 11. 62 1. 94 1. 91 27 17. 00 2. 05 1. 84

3 16. 70 0. 83 0. 90 28 11. 09 0. 82 0. 75

4 15. 45 1. 44 2. 60 29 17. 15 1. 13 1. 09

5 16. 65 1. 65 1. 70 30 12. 38 1. 92 2. 49

6 15. 67 1. 52 2. 49 31 12. 27 1. 59 2. 22

7 12. 43 1. 12 1. 93 32 10. 51 2. 48 2. 02

8 11. 54 1. 95 1. 81 33 14. 66 1. 51 3. 27

9 12. 42 1. 72 2. 40 34 14. 12 1. 36 3. 38

10 11. 20 1. 98 1. 71 35 13. 46 1. 18 2. 91

11 13. 02 2. 26 3. 27 36 14. 63 2. 09 3. 65

12 16. 82 1. 80 1. 68 37 14. 23 1. 88 3. 72

13 13. 97 2. 32 3. 79 38 11. 67 1. 44 1. 60

14 16. 57 1. 89 1. 85 39 16. 26 1. 95 2. 09

15 16. 54 1. 92 1. 91 40 13. 68 1. 76 3. 59

16 12. 73 1. 29 2. 49 41 16. 35 0. 90 1. 32

17 12. 72 1. 70 2. 71 42 14. 82 0. 88 2. 63

18 15. 81 1. 32 2. 17 43 13. 32 1. 31 2. 94

19 16. 70 1. 76 1. 74 44 16. 99 0. 82 0. 81

20 12. 96 1. 99 3. 10 45 16. 14 2. 45 2. 42

21 14. 37 1. 55 3. 50 46 17. 92 2. 14 1. 99

22 15. 55 1. 85 2. 78 47 13. 50 1. 64 3. 30

23 16. 35 2. 42 2. 35 48 11. 71 1. 89 1. 74

24 14. 18 2. 29 3. 84 49 12. 56 2. 43 2. 87

25 11. 38 2. 46 2. 01

　　与上例相似, 取表 3中前 40组数据分别用线

性回归、RBF 网络基函数中心任选和 RBF 网络
基函数中心由聚类算法确定分别建立测量模型,

其中, 采用最后一种方法建模时, 聚类个数为 25,

25个聚类中心如下:

c1= [ 13. 6800 1. 7600]、 c2= [ 11. 5075 1. 8275]、 c3= [ 14. 6300 2. 0900]、 c4= [ 14. 2450 1. 4550]、

c5= [ 10. 9450 2. 4700]、 c6= [ 12. 5067 1. 7800]、 c7= [ 11. 0900 0. 8200]、 c8= [ 12. 3000 1. 1700]、

c9= [ 14. 0750 2. 3050]、 c10= [ 16. 2600 1. 9500]、 c11= [ 15. 5000 1. 6450]、 c12= [ 12. 9900 2. 1250]、

c13= [ 13. 4600 1. 1800]、 c14= [ 12. 2700 1. 5900]、 c15= [ 15. 7400 1. 4200]、 c16= [ 16. 7600 1. 6900]、

c17= [ 17. 0000 2. 0500]、 c18= [ 12. 7300 1. 2900]、 c19= [ 16. 5550 1. 9050]、 c20= [ 16. 3500 2. 4200]、

c21= [ 14. 2300 1. 8800]、 c22= [ 14. 6600 1. 5100]、 c23= [ 16. 6750 1. 7050]、 c24= [ 16. 8200 1. 8000]、

c25= [ 16. 9250 0. 9800]。

权值分别为:

w 0= 1. 8863、 w 1= -2. 7360、 w 2= -1. 2683、 w3= 2. 7503、 w 4= 9. 9766、 w 5= 0. 5736、

w 6= -14. 5859、 w 7= -0. 9462、 w 8= -6. 6717、 w9= 0. 7132、 w 10= -23. 1489、 w 11= 7. 0071、

w 12= 5. 5168、 w 13= -2. 2601、 w 14= 14. 2266、 w15= -1. 5724、 w 16= 360. 3788、 w 17= 30. 9134、

w 18= 5. 5459、 w 19= 101. 3145、 w 20= -2. 0467、 w21= -2. 4698、 w 22= -8. 8644、 w 23= -229. 7519、

w 24= -232. 4115、 w 25= -8. 9003

　　当隐层节点基函数中心从训练样本中选取

时,训练后隐层节点的个数为 26 个, 其具体中心
值及网络权值不再给出。为了检验各种方法的建

模精度,利用表 3中第 41～49号九组数据来对各

自模型进行检验, 其结果如表 4所示。
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Table 4　Comparing results of linear regression model and RBF model

Order X 1 X 2 Y

L inear reg ression

model

RBF model

( without cluster ing )

RBF model

( after clust ering )

P rediction er ro r prediction er r or Pr ediction err or

1 16. 35 0. 90 1. 32 1. 73 - 0. 41 1. 19 0. 13 1. 26 0. 06

2 14. 82 0. 88 2. 63 1. 75 0. 88 2. 08 0. 55 2. 49 0. 14

3 13. 32 1. 31 2. 94 2. 09 0. 85 2. 96 - 0. 02 2. 95 - 0. 01

4 16. 99 0. 82 0. 81 1. 66 - 0. 85 0. 79 0. 02 0. 74 0. 07

5 16. 14 2. 45 2. 42 2. 84 - 0. 42 2. 40 0. 02 2. 41 0. 01

6 17. 92 2. 14 1. 99 2. 59 - 0. 60 1. 07 0. 92 2. 08 - 0. 09

7 13. 50 1. 64 3. 30 2. 32 0. 98 3. 38 - 0. 08 3. 38 - 0. 08

8 11. 71 1. 89 1. 74 2. 54 - 0. 80 1. 91 - 0. 17 1. 92 - 0. 18

9 12. 56 2. 43 2. 87 2. 90 - 0. 03 2. 59 0. 28 2. 70 0. 17

er r or sum o f squares:

　　　　　　 4. 525

err or sum o f squar es:

　　　　　　 1. 281

Err or sum of squar es:

　　　　　　 0. 104

　　 从表 4中可看出,由于此时被测量 Y 与影响

量 X 1、X 2不成线性关系, 采用线性回归模型得不

到较好的预测效果。但随着神经网络训练样本的

增加, 神经网络模型的建模精度得到了较大的提

高,特别是基函数中心由样本聚类确定的 RBF 网

络模型经过 40个样本点的训练就获得了理想的

预测结果。

5　结　　论

　　 本文提出了基于径向基函数神经网络的非

参数测量模型的建立方法, 该建模方法不需要对

象的先验知识, 不管对象模型是线性或非线性均

根据测量数据直接建模, 回避了传统回归建模方

法需事先确定回归模型结构的难点。网络基函数

的中心由输入样本用 K - 均值聚类算法确定后,

使得测量模型在小样本训练的情况下仍具有较强

的泛化能力及较高的建模精度,尤其适用于那些

机理复杂、影响因素众多且具有严重非线性的测

量模型的建立。
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based on neural networks
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Abstract: Aim ing at the dif ficulty of the model establishment of indirect measurement , a new method

of measur ement model establ ishment based on radial basis function neural netw orks is presented. In

order to obtain a high modeling precision w hen the size of t raining sample is small, the center of radial

basis funct ion is decided by clustering results of the t raining sample, then, the ef fectiveness o f this

method is proved by appl icat ion examples.

Key words : measurement model; radial basis funct ion; neural netw or ks; clustering
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