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摘要:目前在摄像机标定中, 普遍采用最小二乘法,约束条件选择对计算精度有很大影响。对以往的约束

条件选择进行了分析和总结,提出了一种新的约束条件选择方法。经过数学推导得到计算公式。解算过

程避免了解非线性方程。它充分考虑了参数之间的约束关系,利用正交矩阵保证 F robenius 范数不变性

来选择约束条件。使误差能按参数之间约束关系进行分配, 从而能提高摄像机标定精度。
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1　引　　言

　　摄像机对场景的拍摄过程是三维空间的场景

在二维空间的投影。在许多领域,如计算机视觉、

数字视频等领域需要一种逆的求解过程,即从二

维图像计算三维运动和结构。在图像上的每一点

位置对应于三维场景表面上的相应的点,它们之

间关系由摄像机成像几何模型所决定。该模型由

摄像机内外参数决定。所谓摄像机标定就是确定

摄像机内外参数。

摄像机标定是计算机视觉中一个重要内容。

由图像序列进行三维重建, 首先要解决的问题就

是摄像机标定问题,而且三维重建精度在很大程

度上取决于摄像机标定精度。因此研究高精度摄

像机标定算法显得尤其重要。对于摄像机标定一

般采用最小二乘法
[ 1- 2]
。约束条件选择对估算精

度有很大影响。本文提出了一种新的约束条件选

择方法,它充分利用了旋转矩阵的六个约束关系,

这些约束关系体现了旋转矩阵为正交矩阵, 而正

交矩阵能保证 Frobenius范数不变,显然这种方

法保证误差能按参数之间约束关系进行分配, 从

而可以提高计算精度。

这篇文章的余下部分结构如下:第 2部分简

要介绍了摄像机模型和基于一般约束条件下最小

二乘法;第 3部分提出了基于旋转矩阵保证范数

不变的约束条件选择方法; 最后部分是文章的结

论。

矩阵和失量用黑斜体字母表示, 其余量均用

斜体字母给出。

2　摄像机标定方法
[ 1- 2]

2. 1　摄像机模型

CCD 摄像机在实际应用中通常采用针孔模

型。设O-X cY cZc为摄像机坐标系, O2- uv为图像坐

标系 (以像素为单位) , O 1- X Y 为成像平面坐标

系, Ow-X wY wZw 为世界坐标系。摄像机坐标系的

OZc 轴与图像平面的交点 O1 , 在摄像机坐标系下

的坐标为 O1 ( 0, 0, f ) , f 为摄像机系统的等效焦

距, 该点在图像坐标系下的坐标为( u0, v 0) , 在成

像平面坐标系下的坐标为( 0, 0)。摄像机坐标系下

的任意一点 P 的坐标为( X c, Y c, Zc) , 其投影在图

像坐标系下的坐标下( u, v ) ,在成像平面坐标系下

的坐标为( x , y )。如图 1所示。

Fig . 1　Camera pin-hole model
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　　由图 1我们可以得到如下关系:

x = f ×
X c

Zc

y = f ×
Y c

Zc

( 1)

x = su( u - u0 )

y = sv ( v - v 0 )
( 2)

Zc

u

v

1

=

f u 0 u0 0

0 f v v 0 0

0 0 1 0

X c

Y c

Zc

1

( 3)

式中 su , sv 分别为像素的宽度和高度, f , u0 , v 0 , su ,

sv 为摄像机内参数, f u = f / su , f v = f / sv

从三维世界坐标系到摄像机坐标系有如下关

系:

X c

Y c

Zc

= R

X w

Y w

Zw

+ T ( 4)

其中T= [ t1, t 2, t 3]
T
为平移矢量; R=

r
T
1

r
T
2

r
T
3

为旋转矩阵。r1 = [ r 11, r12 , r 13 ]
T , r 2 = [ r 21, r22 ,

r23 ]
T , r3= [ r 31, r32 , r 33 ]

T, 并且它们之间满足如下

关系:

‖r 1‖2 = 1　or　r
2
11 + r

2
12 + r

2
13 = 1 ( 5)

‖r 2‖
2
= 1　or　r

2
21 + r

2
22 + r

2
23 = 1 ( 6)

‖r 3‖
2
= 1　or　r

2
31 + r

2
32 + r

2
33 = 1 ( 7)

r 1r
T
2 = 0, r 2rT1 = 0　or r 11r21 + r 12r 22 + r13r23 = 0

( 8)

r 2r
T
3 = 0, r 3rT2 = 0　or r 21r31 + r 22r 32 + r23r33 = 0

( 9)

r 1r
T
3 = 0, r 3r

T
1 = 0　or r 31r11 + r 32r 12 + r33r13 = 0

( 10)

将( 4)式代入( 3)式得:

Zc

u

v

1

=

f u 0 u0 0

0 f v v 0 0

0 0 1 0

�
R　 T

0
T
　1
�

X w

Y w

Zw

1

= MXw ( 11)

M为 3×4的投影矩阵:

M =

m11 m12 m13 m14

m21 m22 m23 m24

m31 m32 m33 m34

=

f ur
T
1 + u0r

T
3 f u t1 + u0t 3

f v r
T
2 + v 0r

T
3 f vt 2 + v 0t 3

　　　　rT3　　　　t3

( 12)

2. 2　通常约束条件下最小二乘法

我们可以利用( 11)式计算投影矩阵。设三维

空间中第 i个点的坐标为( X wi , Y wi , Zw i) , 对应的

图像坐标为( ui , v i) , 将它们代入( 11)式,则得:

Zci

ui

v i

1

=

m11 m12 m13 m14

m21 m22 m23 m24

m31 m32 m33 m34

X wi

Y wi

Zw i

1

( 13)

将( 13)式消除Zc i 可得到如下两个方程:

X w im11 + Y wim12 + Zwim13 - u iX w im31 - u iY wim32 -

uiZw im33 + m14 - u im34 = 0

X w im21 + Y w im22 + Zwim 23 - v iX w im31 - v iY wim32 -

v iZw im33 + m24 - v im34 = 0 ( 14)

采用 n( n≥6) 点我们可以得到 2n个关于mij线性

方程。

x wl Y w l Zw l 0 0 0 - u1X wl - u1Y w l - u1Zw l 1 0 - u1

0 0 0 x w l Y wl Zwl - v 1X w l - v 1Y w l - v 1Zwl 1 0 - v 1

� � �
� � �

X wn Y wn Zwn 0 0 0 - unX wn - unY wn - unZwn 1 0 - un

0 0 0 X w n Y w n Zw n - v nX wn - v nY wn - v nZw n 1 0 - v n

�

m11

m12

m13

m21

m22

m23

m31

m32

m33

m14

m24

m34

= 0 ( 15)
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利用最小二乘法可以估算各个参数, 但是对约束

条件选择不同会影响估算精度。

第一种约束条件选择方法[ 1- 2]。令 m34 = 1

(也可以选择其他任何参数为 1) ,则得:

AL = U ( 16)

式中L为余下的11个未知参数组成的列向量, 即

L= (m11 , m12, m13, ⋯, m33, m14, m24)
T
, A为( 15)式

的系数矩阵中的前 2n×11 矩阵: U= ( u1 , v 1, u2 ,

v 2 ,⋯, un, v n ) T。用最小二乘法很容易得到 L=

( AT
A) - 1

A
T
U。内外参数分解计算请参阅文献[ 1]

[ 2]。

第二种约束条件选择方法
[ 1]
。设 m为 12个

未知参数组成的列向量, 即 m= ( m11 , m12, m13 ,

⋯, m33 , m14, m34)
T
,并设 B为( 15)式的 2n×12系

数矩阵,令‖m‖= 1, 那么 Bm= 0的最小二乘解

为 B
T
B最小特征值的特征向量。

以上两种约束条件选择方法, 没有什么物理

意义, 没有考虑参数之间约束关系。投影矩阵M

中有 12个参数并非互相独立。投影矩阵M中有

12个参数并非互相独立, 4个内部参数, 3个独立

旋转矩阵参数, 3个独立平移参数, 共 10 个独立

参数。因此在数据存在误差的条件下,计算结果肯

定是有误差的, 并且误差没有按照参数之间约束

关系进行分配,特别是在分解内外参数时, 误差显

得尤其突出。文献[ 2]提出了一种约束条件选择方

法,考虑了它们之间的一种约束关系,对提高计算

精度还是起到了一定的作用。

第三种约束条件选择方法
[ 2]
。设 I 3= (m31 ,

m32 , m33) , 增加约束条件‖I 3‖
2= 1, 从( 12)式可

以看出:实际上仅利用了‖r 3‖
2
= 1的约束条件,

并没有考虑旋转矩阵中其他约束关系。在这里本

文提出了一种约束条件选择方法把旋转矩阵中 6

个约束关系都考虑进去了。

3　利用旋转矩阵保证范数不变选择

约束条件

　　设 m1 = ( m11 , m12, m 13 ) T , m2 = ( m21, m22 ,

m23) T, m3= ( m31, m32, m33) T, 根据( 12)式, 再利用

( 5) ( 6) ( 7) ( 8) ( 9) ( 10)很容易得出:

m
T
1

m
T
2

m
T
3

2

F

=

f ur
T
1 + u0r

T
3

f v r
T
2 + v 0r

T
3

r
T
3

2

F

= f
2
u + f

2
v + u

2
0 + v

2
0 + 1 ( 17)

( 17) 式也表明旋转矩阵 (正交矩阵) 能保证

Frobenius 范数不变。设 X9 = ( mT
1 , mT

2 , mT
3 ) T , 则

有:

‖X9‖2 = ‖(mT
1 ,mT

2 ,mT
3 ) T‖2 =

f
2
u + f

2
v + u

2
0 + v

2
0 + 1 ( 18)

显然X 9的范数与旋转矩阵无关,仅与摄像机内部

参数有关,因此可设‖X 9‖2= C( C 为由( 18)式决

定的常数)作为最小二乘的约束条件, 又令 X 3=

(m14 , m24 , m34)
T
,从( 15)式可得到方程:

PX 9 + QX 3 = 0 ( 19)

式中 P为 12×9矩阵, Q为 12×3矩阵。

根据最小二乘准则知即求满足‖X 9‖
2
= C

条件下,‖PX9+ QX 3‖2最小值时的 X 9和X 3。根

据拉格朗日乘法公式得:

H = ‖PX 9 + QX3‖2 + �1 (‖X 9‖2 - C)

即

H = ( PX 9 + QX 3) T ( PX 9 + QX 3) +

�1 ( XT
9X9 - C) =

X
T
9P

T
PX9 + X

T
3Q

T
QX3 + X

T
9P

T
QX 3 + X

T
3Q

T
PX 9 +

�1( X T
9X 9 - C) ( 20)

�H
�X 3

= 2Q
T
QX 3 + 2Q

T
PX 9 = 0 ( 21)

�H
�X 9

= 2P
T
PX 9 + 2P

T
QX 3 +

2�1X9 = 0 ( 22)

如果 Q
T
Q为非奇异阵,由( 21)式得:

X 3 = - (Q
T
Q)

- 1
Q

T
PX 9 ) ( 23)

把( 23)代入( 22)式,可得:

( PT
P - P

T
Q(QT

Q) - 1
Q

T
P) X9 = �X 9 ( 24)

式中 �= - �1

设 D= ( P
T
P- P

T
Q(Q

T
Q)

- 1
Q

T
P) , X9 为矩阵

D 的特征值 �对应的特征向量,矩阵 D 的特征值

有好几个,是哪个特征值呢?

‖PX 9 + QX3‖
2
= X

T
9P

T
PX9 + X

T
3Q

T
QX3 +

X
T
9 P

T
QX 3 + X

T
3Q

T
PX 9 = X

T
9 P

T
PX 9 +

X
T
9P

T
Q( (QT

Q) - 1 ) TQT
Q(QT

Q) - 1
Q

T
PX 9 -

X
T
9P

T
Q(Q

T
Q)

- 1
Q

T
PX 9 -

X
T
9 P

T
Q( (QT

Q) - 1 ) TQT
PX 9 =

X
T
9 ( PT

P - P
T
Q(QT

Q) - 1
Q

T
P)

X 9 = �X T
9X9 = �C

可见 �为矩阵 D的最小特征值, X 9 为矩阵 D 的

最小特征值对应的特征向量, X 3由( 23)式求得,
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从而得到了投影矩阵M中的 12个参数。从上面

推导过程,我们可以知道约束条件选择利用了旋

转矩阵的 6个约束关系,而且包含了文献[ 2]提出

的约束条件, 因此当数据有误差时,误差能按参数

之间约束关系进行分配,从而提高了计算精度。

4　结　束　语

　　本文基于摄像机的针孔模型, 对目前摄像机

标定方法进行了分析。采用最小二乘法求解,其约

束条件的选择对计算精度至关重要, 系统分析了

以往约束条件的选择方法的优缺点, 经过数学推

导,提出了一种约束条件选择方法,得到了求解公

式。它充分考虑了变量之间的约束关系,利用正交

矩阵能保证 Frobenius范数不变性来选择约束条

件。求解过程避免了非线性方程的求解。保证误

差按约束关系进行分配,使精度得到提高。
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Constraint condition selection method in camera calibration
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Abstract: At present , least squares algor ithm is g enerally used to calibrate cameras. Const raint

condit ion select ions have a g reat effect on est imating precision. On the basis of analysis to fo rmer

select ions of constr aint condition, a new const raint condit ion select ion method is rpesented.

Comput ing formulas o f parameters are g ot after mathematical derivat ion. The alg orithm avoids

so lving nonlinear equat ion. After const raint relat ions betw een parameters are observed and studied, a

constr aint condit ion is selected using the property that o rthogonal matr ix ensures Frobenius no rm to

be unvary ing . Erro rs are dist ributed in the light o f const raint relat ions between par ameters, so

pr ecision of camera calibrat ion can be improved.

Key words : camera calibrat ion; computer vision; machine vision
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