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弱对偶基下 RS码译码方法的研究
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摘要:讨论了高速 RS 码译码器的设计问题。研究了有限域元素在弱对偶基( WDB)下的表示,基于弱对

偶基下的最优弱对偶基的计算方法,给出了有限域比特并行乘法器的设计;采用了一种可以避免求逆运

算的修正 BM 迭代算法,并且利用这样的迭代算法和基于弱对偶基的比特并行乘法器构成了广泛应用

的 RS 码的译码器。对译码器定量分析的结果表明: 弱对偶基下比特并行乘法器设计复杂度降低, 便于

VLSI 实现;修正 BM 迭代算法使得简单的硬件实现成为可能,且有利于 On-T he-Fly 纠错。译码器的数

据吞吐率可达较高值,有利于高速应用场合。
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1　引　　言

　　由于 RS 码具有同时纠突发错误和随机错误

的能力,且纠突发错误更有效,因而广泛地应用于

数据通信和数据存贮系统的差错控制中,以作为

提高数据传输和数据存贮可靠性的重要手段。令

�为有限域 GF( 2
m
) 的本原元, 则符号取自

GF( 2
m
) 长度为n = 2

m
- 1能纠正 t个错误的 RS

码由下面的多项式生成:

g ( x ) = g0 + g1x + g2x
2 + ⋯ + g2t- 1x

2t- 1 + x
2t

( 1)

其中g i ∈ GF( 2m) , 0≤ i < 2t。对于多项式 r ( x )

= ∑
n- 1

i= 0r ix
i
,其中 r i∈ GF( 2

m
) , 0≤ i≤ n - 1 ,

当且仅当 r ( x ) 是由 ( 1) 式给出的生成多项式

g( x ) 的倍数时, r ( x ) 为一码多项式。我们易知每

个码多项式都有根�, �2 ,⋯, �2t , 即 r (�i) = 0, 1≤

i≤ 2t。由( 1)生成的 RS 码有 2t个校验符号, 其

最小距离正好为 2t + 1 ,故它能纠正小于或等于

t的任何形式的差错组合。

文献[ 1]中作者在讨论有限域元素的对偶基

表示的基础上, 给出了对偶基下有限域元素的乘

法运算方法, 分析了比特串行乘法器的原理和实

现框图,继而设计了 RS 码的译码器。本文中, 我

们使用弱对偶基 ( w eakly dual basis 简写为

WDB)的概念, 找到了一种最优的弱对偶基,并且

基于该最优弱对偶基给出了一种新的比特并行有

限域元素乘法器, 利用这种乘法器和改进了的

BM 迭代算法完成了 RS 码译码器的设计。

2　弱对偶基 ( WDB)下有限域元素

乘法

2. 1　有限域元素的弱对偶基(WDB)表示

记有限域为 GF( 2m) , �是有限域的本原元。
有限域的元素可由基底的线性组合来表示。基

{�i} ( 0≤ i≤ m - 1) 被称为多项式基。弱对偶基

的概念是通过迹( t race)的扩充来定义的:即在常

规的迹函数中插入一个非零的有限域元素来定

义。

定义:设 { �i } 和{�i} 是有限域 GF( 2m) 的两个基,

�∈ GF( 2m)。则当且仅当满足条件 Tr (��i�j ) =

�ij , ( i, j = 0, 1, 2,⋯, m - 1) 时,则{ �i } 和{�i} 互
为弱对偶基( WDB)或称 {�i} 是{ �i } 的弱对偶基。
其中 T r( �) 是从域 GF( 2

m
) 到域 GF( 2) 的迹函

数。当 i = j 时, �ij = 1; i≠ j 时, �ij = 0。

我们仅对多项式基 {�i} ( 0≤i≤m - 1) 的弱

对偶基感兴趣。考虑多项式基 { �i } 及其弱对偶基

{�i } , 对于 A ∈GF ( 2m) , A = ∑
m- 1

i= 0
aia

i = ∑
m- 1

i= 0
a

*
i �i

,其中a i和 a
*
i 分别是A 相对于多项式基及其弱对
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偶基的坐标。这样,对于 0≤ j ≤ m - 1 ,我们有:

Tr (��jA ) = Tr ��j∑
m- 1

i= 0

a
*
i �i =

∑
m- 1

i= 0

a
*
i T r( ��j�i ) = a

*
j ( 2)

2. 2　有限域元素乘法

设 {ai } 和{�i} 如上所定义,有限域 GF ( 2m)

上两元素 A 和 B 分别由 A = ∑
m- 1

i= 0 aia
i
及 B =

∑
m- 1

i= 0 b
*
i �i给出。考虑元素A 和B 的乘积, 在弱对

偶基上由A B = C = ∑
m- 1

j= 0
c
*
j �j 给出。由( 1)我们

有: c
*
j = T r (��jAB ) = T r ��jB∑

m- 1

i= 0

a ia
i =

∑
m- 1

i= 0

Tr (��i+ j
B) a i 。我们定义:

c
*
j , i = Tr (��i+ j

B ) =

b
*
i+ j 0≤ i + j ≤ m - 1

Tr (��i+ j
B) m ≤ i + j ≤ 2m - 2

( 3)

明显地, 如果我们算出 T r (��m+ l
B) , l = 0, 1, 2,

⋯, m - 2 , 则 c
*
j 通过( 3)式来计算:

c
*
j = c

*
j , 0a0 + c

*
j , 1a1 + ⋯ + c

*
j , m- 1am- 1,

j = 0, 1, 2, ⋯, m - 1 ( 4)

令 f ( x ) 为有限域 GF ( 2m) 的 m 阶本原多项式:

f ( x ) = x
m
+ ∑

m- 1

i= 0
f ix

i
; �为 f ( x ) 的一个根;

T r(��m+ l
B ) = b

*
m+ l。则我们可得到求 b

*
m+ l, l = 0,

1, 2,⋯, m - 2的方程如下:

b
*
m+ l = T r �B�l∑

m- 1

i= 0
f i�i = ∑

m- 1

i= 0
f iT r (�B�l+ i) =

∑
m- 1

i= 0

f ib
*
i+ l ( l = 0, 1,⋯, m - 2) ( 5)

综上我们可以将有限域两元素 A = ∑
m- 1

i= 0

ai�i 及 B

= ∑
m- 1

i= 0

b
*
i �i 的乘积 C = ∑

m- 1

i= 0

c
*
j �j 表述成下面的形

式:

b
*
0 b

*
1 ⋯ b

*
m- 1

b
*
1 b

*
2 ⋯ b

*
m

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

b
*
m- 1 b

*
m ⋯ b

*
2m- 2

�

a0

a1

⋯

am- 1

=

c
*
0

c
*
1

⋯

c
*
m- 1

( 6)

其中:

b
*
m+ l = ∑

m- 1

i= 0 f ib
*
i+ l , l = 0, 1,⋯, m - 2 ( 7)

2. 3　最优弱对偶基

考虑到在定义弱对偶基时的变量 �, 则对于
任意的多项式基 {�i} ( 0≤ i≤ m - 1) ,其弱对偶

基不是一个而是有 ( 2m - 1) 个。这样我们就可以

选择其中最优的一个, 而最优的原则是尽量使从

弱对偶基到多项式基的变换最方便。

对于有限域 GF( 28) ,令其本原多项式为:

f ( x ) = x
8
+ x

4
+ x

3
+ x

2
+ 1 ( 8)

�为有限域GF ( 28 ) 的本原元素且满足 f (�) = 0。

则由文献[ 6]可得到: 当 �= �250时,多项式基 { 1,

�,⋯, �7} 的最优弱对偶基为 { �252 , �251, �45 , �98, �1 ,
1, �254 , �253} 。

3　弱对偶基下比特并行乘法器

　　在一些应用中,我们更多地采用比特并行乘

法结构而不是比特串行结构来达到所需的性能。

例如在 RS 译码器中由于电路复杂, 使用基于弱

对偶基的比特并行结构的乘法器将更有效。为达

此目的,现在我们考虑这类乘法器的设计。

令 A , B , C∈ GF ( 2
m
) ,且 C = A �B 。有限

域元素 A 由多项式基 ( 1, �, �2 ,⋯, �m- 1) 表示, B

由相对于多项式基的最优弱对偶基{ �i } ( i = 0, 1,

⋯, m - 1) 表 示, 即: A = ∑
m- 1

i= 0
ai�i , B =

∑
m- 1

i= 0
bi

* �i。则 C = A � B = ∑
m- 1

j = 0
c
*
j �j =

∑
m- 1

j= 0 (∑
m- 1

i= 0 T r (��
j+ i
B ) �j ) 。则由( 6)式有:

c
*
0 = b

*
0 a0 + b

*
1 a1 + ⋯ + b

*
m- 1am- 1

c
*
1 = b

*
1 a0 + b

*
2 a1 + ⋯ + b

*
m am- 1

⋯　　⋯　　⋯　　⋯

c
*
m- 1 = b

*
m- 1a0 + b

*
m a1 + ⋯ + b

*
2m- 2am- 1

其中 b
*
m+ l ( l≥ 0) 由( 7)式给定。从以上方程可知

m 个乘积位由具有下面形式的方程生成:

h( a, b) = b
*
k a0 + b

*
k+ 1a1 + ⋯ + b

*
k+ m- 1am- 1

( 9)

在这些方程中,所不同的只是 k 值。

这样基于最优弱对偶基的有限域 GF( 2m) 上

的比特并行乘法器可由 GF ( 2) 上 m 个乘积模块

(类型A )和生成 b
*
k ( k = m, m + 1,⋯, 2m- 2) 的

模块(类型 B)来构造。例如对有限域 GF ( 28 ) , 考

虑其本原多项式 f ( x ) = x
8 + x

4 + x
3 + x

2 + 1

。由( 9)式可知需要 8个类型 A 的模块来实现方

程 h( a, b) = b
*
k a0 + b

*
k+ 1a1 + ⋯, b*

k+ 7a7, 实现它的

电路如图 1。由( 7)和 f ( x ) = x
8 + x

4 + x
3 + x

2

+ 1可有: b*8 = b
*
0 + b

*
2 + b

*
3 + b

*
4 , b*

9 = b
*
1 +

b
*
3 + b

*
4 + b

*
5 , b*

10 = b
*
2 + b

*
4 + b

*
5 + b

*
6 , b*

11 = b
*
3

+ b
*
5 + b

*
6 + b

*
7 , b*

12 = b
*
4 + b

*
6 + b

*
7 + b

*
8 , b*13 =

b
*
5 + b

*
7 + b

*
8 + b

*
9 , b*

14 = b
*
6 + b

*
8 + b

*
9 + b

*
10。实

现它们可用类型 B模块,电路如图 2。
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F ig . 1　T ype A module fo r GF ( 28)

Fig . 2　Type B module fo r GF( 28)

　　由类型 A 模块和类型 B 模块组合成一个完

整的有限域 GF( 28) 上的比特并行乘法器如图 3。

在图 3中R i= b
*
i , S i = a i( i = 0, 1,⋯, 7) , 一旦赋

予这些值, 乘积项 c
*
i ( i = 0, 1,⋯, 7) 在输出方便

立即可得。

F ig . 3　Bit -pa rallel multiplier based on WDB

　　关于基于弱对偶基的 GF( 2m) 比特并行乘法

器的复杂度我们有� : 一个基于弱对偶基的

GF( 2m) 比特并行乘法器一共需要 m
2 个与门和

(m - 1) ( H ( f f ) - 2 + m) 个异或门。其中

H ( f f ) 是本原多项式 f ( x ) 汉明重量。这样整个

比特并行乘法器的时延为 T A + T X ( t ×[ log 2

( H ( f f ) - 1) ] + [ log 2 m ] )。其中T A 表示一个

2输入与门延迟, T X 表示一个 2输入异或门的延

迟。

4　RS 码的译码

4. 1　RS 码的译码程序

　　令 R ( x ) = ∑
n- 1

i= 0r ix
i 为接收字多项式,

C( x ) = ∑
n- 1

i= 0cix
i
为发送码多项式, E ( x ) =

∑
n- 1

i= 0eix
i
为差错图样多项式。则它们之间存在下

面的关系: C( x ) = R( x ) - E ( x ) 。设伴随式多项

式为 S ( x ) ,差错定位多项式为�( x ) 。RS 码的基

本译码过程如下:

( 1)计算伴随式,以形成伴随式多项式。根据

接收字多项式 R ( x ) , 得到 RS 码的伴随式 S j =

R (�j ) = ∑
n- 1

i= 0
r i�j i( 1≤ j ≤2t ) ,继而可形成伴随

式多项式S ( x ) = ∑
2t

i= 1S ix
i 。

( 2)计算差错定位多项式。根据上面求得的伴

随式多项式 S ( x ) , 得到求差错定位多项式的关

键方程 S ( x ) �( x ) ≡ �( x ) ( modx
2t+ 1

) ,其中差错

定位多项式 �( x ) = ∑
t

i= 0�ix
i
,多项式�( x ) 为差

错值多项式。通过关键方程,我们利用修正的 BM

迭代算法求得 �( x ) 和 �( x ) 。
( 3)求差错位置。求差错位置一般使用 Chien

氏搜索法。即依次将 1, �, ⋯, �n- 1代入差错定位多

项式 �( x ) 中,由于 �n = 1, �- l = �n- l , 故若 �l 是
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�( x ) 的根, 则 �n- l
是差错位置数。

( 4)计算差错值。根据 Forney 算法可以得到

差错值为: en- l =
�( �l )
�l�′(�l) 。

4. 2　伴随式的计算

伴随式的计算可以通过使用 2t 个 m 比特的

并行乘法器来获得。接收字多项式 R ( x ) 并行进

入乘法器计算便开始, 将乘积项相加就可形成

S j 。其中 r i( i = 0, 1,⋯, n - 1) 是以弱对偶基表

示的,固定元素�i以多项式基表示,则获得的伴随

式元素 S j 也是以弱对偶基表示的。计算中的乘法

器为弱对偶基下的比特并行乘法器。

4. 3　修正的 BM算法

通过伴随式求差错定位多项式和差错值多项

式时,利用 Euclid 算法或连分式方法的复杂度要

高于使用BM 迭代算法。故我们采用 BM 迭代算

法,但是原始的BM 迭代算法存在求逆运算,而求

逆运算是一种即复杂又费时间的运算。文献[ 6]中

作者提出了一种不需求逆的 BM 迭代算法, 新方

法使得简单的硬件实现成为可能, 且有利于 On-

The-Fly 纠错。

设 S 1, S 2, ⋯, S 2t 为给定的值, 则下面的迭代

算法用来计算 �( 2t) ( x ) 和 �2t( x ) :

初始条件: �( 0) ( x ) = �( 0) ( x ) = 1, �( 0) ( x ) =

�( 0) ( x ) = 1, l ( 0) = 0; 当 k ≤ 0时, �( k) = 1。

d
( k)

= ∑
n- 1

j= 0�
( k- 1)
j S k- j ;

�(k) =
1; d

( k) ≠ 0, and 2l ( k- 1) ≤ k - 1

0; d
( k)

= 0, or 2l
( k- 1)

> k - 1

l
( k) = �( k) ( k - l

( k- 1) ) + ( 1 - �( k) ) l k- 1;

�( k) ( x )
�( k) ( x )

=
�( k- 1)

- d
( k)
x

�( k) ( 1 - �( k) ) x
�
�( k- 1)

( x )

�( k- 1)
( x )

;

�( k) ( x )
�(k) ( x )

=
�( k- 1) - d

( k)
x

�( k) ( 1 - �( k) x
�
�( k- 1) ( x )

�( k- 1) ( x )
;

�( k) = �( k)d (k) + ( 1 - �( k) ) �( k- 1)。

其中 k = 1, 2,⋯, 2t。算法终止时有差错定位多

项式 �( x ) = �( 2t) ( x ) , �( x ) = �( 2t) ( x ) 。
计算差错定位多项式 �( x ) 的电路图如图 4,

差错值多项式 �( x ) 的计算与差错定位多项式相
类似,顾不重复讨论。对于 �( x ) ,输入序列为 S1 ,

⋯, S2t。多项式�( x ) 的最高阶数是 t ,这样需要 ( t

+ 1) 个寄存器来存储用于计算d 的伴随式。类似

地,寄存器 �用来寄存 �( x ) 的系数 �0, �1,⋯, �t ,
寄存器�用来寄存�( x ) 的系数�0, �1 ,⋯, �t 。而寄
存器 �和 l用来寄存 �和 l的值。判断单元用来产

生控制开关的信号,计数器 k 保存时间函数 k 的

更新值。输出是寄存器 �中的值序列。图 4所示结

构的操作过程如下:初始状态, 寄存器 T 的内容

为 ( T 0, T 1 ,⋯, T t) = ( S 0, 0, 0,⋯, 0) ;同时设寄存

器 � = ( �0 , �1 ,⋯, �t ) = ( 1, 0, 0,⋯, 0) , �= (�0 ,
�1,⋯, �t ) = ( 1, 0, 0,⋯, 0) , �, l , k 分别为 1, 0, 0。

经过计算的延迟后,新的更新值存储在寄存器 �,
�, �, l 中, 新的伴随式移进 T 0 ,同时 T i 的内容右

移进T i+ 1( i = 0, 1,⋯, t- 1) 。然后计数器 k加 1。

这样的过程迭代进行,直至计数器 k 的内容为 2t

时,操作序列终止。

F ig . 4　Implementation of er r or lo cator computation

4. 4　Chien 氏搜索与差错值计算

RS 码译码程序的最后一步是通过差错定位

多项式 �( x ) 确定差错位置, 通过差错值多项式

�( x ) 计算差错值。我们使用图 5所示的电路实现

Chien氏搜索过程和差错值的计算。

电路的上半部分为差错值计算电路。由差错

值计算公式 en- l = �(�l) /�l�′( �l ) 可知 �′( x ) 是
�( x ) 的微分形式,可以得到 �′( x ) = �1 + �3x 2 +

⋯+ �2i+ 1x
2i + ⋯ 。寄存器 Z 的初始值为 Z1 , Z2 ,

⋯, Z t( Zv+ 1 = Zv+ 2 = ⋯ = Z t = 0, 对于 v ≤ t )。

rn- 1正要从缓冲存储器中读出之前, t个乘法器由

移位脉冲控制进行乘法运算,且将下列值存在寄

存器中: Z1�, Z2�2, ⋯, Z t�t 。累加器 C 的输出

Z(�) = 1 + Z1�+ Z2�2 + ⋯+ Z t�t ,若B 的值为

- 1,则 Z(�) 与控制门的输出相乘得到差错多项
式 E ( x ) 。

电路的下半部分为 Chien 氏搜索电路, 过程

如下: ( 1) t 个寄存器寄存 �1, �2 ,⋯, �t , 当存贮器
系统通道输出数据的实际差错个数 v < t 时, 则

有: �v+ 1 = �v+ 2 = ⋯ = �t = 0。( 2) r n- 1正要从

缓冲存储器中读出之前, t 个乘法器由移位脉冲
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控制进行乘法运算, 且将下列值存在寄存器中:

�1�, �2�2, ⋯, �t�t , 并将这些值分奇偶送入累加器
1和 2中分别累加, 然后将累加器 1 和 2 的结果

送入加法器 B中,若值为- 1则将控制门打开, 把

差错值与缓冲器输出的 r n- 1相减得到 cn- 1 , 完成

对 rn- 1的纠错。( 3) rn- 1译码完成后,再进行一次

相乘, 此时 �1 (�2) , �2(�2 ) 2
,⋯, �t( �t ) 2

存在寄存器

�中,并进行相加运算和检验,对 r n- 2 进行纠错。

( 4)其余码元同( 2)一样进行纠错。

Fig . 5 　 Chien searching and er ro r-value computing

circuit　　

5　结　　论

　　基于弱对偶基的概念, 在选择最优弱对偶基

的基础上,我们设计了有限域上的比特并行乘法

器。有限域上的比特并行乘法器有利于有限域上

元素乘法的快速实现, 并且能加速译码器的数据

吞吐率,适用于高速应用场合。为避免原始 BM 迭

代算法中即复杂又费时间的求逆运算,使用了一

种不需求逆的 BM 迭代算法,新方法使得简单的

硬件实现成为可能, 且有利于 On-The-Fly 纠错。

一个完整的 RS 码译码器如图 6 所示, 它一共需

要 2n个符号周期来完成一码。

Fig . 6　A complete RS decoder ar chitecture
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Decoding method for RS codes in weakly-dual-basis
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Abstract: The design pr oblem o f the high-speed RS decoder is discussed. The presentat ion of the fi-

nite-field elements in WDB is studied. And based on the comput ing method for the opt imum WDB,

the design fo r the bit-parallel mult iplier of finite-f ield is presented. By select ing the bit-par allel mul ti-

plier based on WDB and the modified BM iterat ive algorithm that can avoid inversion, the widely used

RS decoder is const ructed. The analy sis resul ts indicates: the complex ity of the bit-parallel mult iplier

is low and is suited fo r V LSI implementat ion; the modif ied BM iterat iv e algo rithm makes the simple

har dw are implementat ion po ssible and is advantageous to On-The-Fly er ror corr ect ing . T he through-

out of the decoder can reach a high value and it is suited for the high speed applicat ion.

Key words : weakly-dual-basis; bit-parallel; decoder ; RS codes; BM algorithm
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