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基于最小均方误差原理
的医学 X光影像滤波阈值选择

刘光达,赵立荣
(中国科学院长春光学精密机械与物理研究所, 吉林 长春　130022)

摘要: 固有噪声和量子噪声构成了医学X 光影像系统的干扰噪声。它们在统计规律上分别是依从高斯分
布和泊松分布的随机空间波动。本文从理论上推导出了基于小波变换原理的医学 X 光影像的固有噪声
抑制和消除处理中的最优滤波阈值选择。通过对实际 CT 影像的消噪处理应用,实现了基于最小均方误
差原理的医学X 光影像的滤波处理。
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1　医学X 光影像系统的噪声分类

　　医学X 光摄影已有近百年的应用与发展历

史。在科学高度发达的今天,超声 (SW )、计算机

层析成像 (CT )、核磁共振成像 (M R I)、数字减影

血管照影 (D SA ) ,以及计算机X 线摄影 (CR )等,

形成了数字化的医学X 光影像学的发展趋势。

医学X 光影像系统的噪声可归纳为两大类:

量子噪声 (又称为X 线量依赖性噪声)和固有噪

声 (非X 线量依赖性噪声)。

量子噪声又分为X 线量子噪声和光量子噪

声。X 线量子噪声是指X 线被 IP 吸收过程中产

生的噪声。在物理学中定义的X 线量子噪声,是

指X 线量子依泊松 (Po lsson)分布统计规律而产

生的随机空间波动。量子噪声是以泊松 (Po lsson)

分布统计规律存在的随机空间波动。不同于加性

高斯白噪声,量子噪声的方差与所依附信号的强

度成正比。

固有噪声包括影像系统的结构噪声,光源噪

声,模拟电路噪声,光电转换和模ö数转换过程中
产生的电器系统噪声等。它们都是以高斯分布的

白噪声的形式存在的。

图 1给出了影像系统噪声量 (RM S)随 X 线

辐射剂量的变化曲线。从中看到, RM S 与影像系

统检测到的X 线量是成反比例的关系。入射X 线

剂量越大, X 线量子噪声越小。在入射X 线的低

剂量辐射区,噪声量RM S 值对X 线辐射剂量的

响应近似一直线下降,表明该区域的噪声主要是

由X 线量子的波动,也即量子噪声引起的。而在

高剂量区 RM S 值大致接近一恒定值, 基本不依

赖于X 线辐射剂量的变化, 所以在此区域, 主要

是非X 线量依赖性噪声,即固有噪声。

F ig. 1　V arying curves of RM S w ith X2ray radiat ion

2　X 光影像系统宽带随机白噪声
在小波变换下的特性

　　小波变换 (W avelet T ran sfo rm )是近十年来

迅速发展起来的一个新的数学分支。它引入了多
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尺度的概念。小波函数是由基小波 7 (Basis

W avelet )通过伸缩 (d ila t ion)和平移 ( t ran sla t ion)

而产生的一个函数族 7 a, b (x ) :

7 a, b (x ) =
1

a
7 x - b

a
(1)

f (x ) ∈ L 2 (R ) 的小波变换定义为以函数族

7 a, b (x ) 为积分核的积分变换,如下式所示:

(W y f ) (a , b) = W f (a , b) = < f , 7 a, b > =

∫
+ ∞

- ∞
f (x ) 7 a, bdx (2)

其中基小波 7 (x ) 必须满足允许条件

C 7 = 2Π∫
+ ∞

- ∞

û7δ(w ) û 2

ûw û dw < + ∞ (3)

a ∈R + , b∈R , a , b分别为尺度因子和平移因子。

用于影像信号分析的二维离散小波分析是一

维分析的直接推导。在基于多分辨率分析的框架

下,通过M alla t 塔式算法, 可以实现对离散信号

的分解和重构的快速算法。

设 n (x ) 是一个实的、方差为Ρ2的宽平稳白噪

声,W n (s, x ) 是它的尺度为 s的小波变换。W n (s,

x ) 也是一随机过程,其方差与小波范数‖7 ‖的
平方成正比

E (ûW n (s, x ) û 2) =
‖Ω‖2Ρ2

s
(4)

由上式可见,随着分辨率降低 ( s增大) ,频率也同

时降低,白噪声的小波变换值逐渐减少,信号占主

导地位;相反,随着分辨率的提高 (s减小) ,频率也

逐渐提高,白噪声的小波变换值也逐渐增大,信号

则被噪声淹没。白噪声的小波变换特性如下:

(1)如果所分析的信号是一个平稳、零均值的

白噪声,则其小波分解系数是不相关的;

(2)如果 s是一个平稳、零均值的高斯噪声系

列,则其小波分解系数也是高斯序列。对每一个分

解尺度,其系数是一个平稳的序列;

(3)如果 s是一个高斯噪声,则其小波分解系

数是独立的,也是高斯分布的。

3　基于小波变换的影像消噪原理

　　从对影像信号和噪声的小波变换特性的分析

可以看出:

(1)对于在空间不均匀分布的影像信号,其小

波系数只是在影像细节处的少数像素点有大值,

而大部分点的小波系数值都很小;

( 2)高斯白噪声的小波变换, 也是高斯白噪

声,它对所有小波系数的影响都是一样的。

从以上两点分析,白噪声对所有像素点的小

波系数都有影响,而信号只对极少数像素点的小

波系数有影响。如果我们将低于某个设定阈值 (主

要由白噪声引起)的小波系数重置为零,而保存高

于该阈值的小波系数,则重建后的小波系数主要

是由真实信号 f 引起的。通过对这些小波系数进

行小波逆变换, 则重建后的信号就是真实信号 f

的估计值。这样,就实现了对含噪声影像信号的消

噪处理。

4　基于最小均方误差原理的滤波阈
值选择

　　CR 系统小波变换域消噪处理的滤波阈值基

于两个考虑:

(1)重建影像 Fϖ与真实影像 F 具有相同的光

滑度;

(2) 重建影像 Fϖ是一个最小均方误差估计的
结果。

以上两个条件要求相应的小波变换域滤波满

足下式:

E
1

M ×N∫
+ ∞

- ∞∑
M - 1

m = 0
∑
N - 1

n = 0
ûFϖ - F û 2 = m ax (5)

即

E‖W S - W F‖F = m in (6)

上式中假设影像 F 的尺寸为M×N 像素。

在一维情况下,根据 (6)式,从信号 f ( i) , i =

0, 1,⋯, n - 1可推导出:

1
n

E‖fθ - f ‖2
F ≤ ∆ 2ln (n) (7)

因而阈值 thold 取为:

thold = ∆ 2ln (n) (8)

原始噪声传播到第m 个尺度上的噪声水平方差

为:

∆(m ) = ‖ 0
m - 2

i= 0
3 H i 3 Gm - 1‖F õ ∆ (9)

其中, 3 表示卷积, H i 表示 H 的 2i 尺度膨胀,

Gm - 1 表示G 的 2m - 1 尺度膨胀,‖õ‖F 为范数。

此时, (7)式变为:

1
n

E‖fθ - f ‖ 2
F ≤ ∆( j ) 2ln (n) (10)

因此,尺度 j 上的阈值为

thold ( j ) = ∆( j ) 2ln (n) (11)

其中,

∆( j ) = ‖ 0
j - 2

i= 0
3 H i 3 G j - 1‖F õ ∆ (12)
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将 (12)式代入 (11)式,得阈值为

thold ( j ) = ‖ 0
j - 2

i= 0
3 H i 3 G j - 1‖F ∆ 2ln (n)

(13)

推广到二维影像情况,选定阈值为

thold ( j ) = ‖ 0
j - 2

i= 0
3 H i 3 G j - 1‖F õ

‖ 0
j - 1

i= 0
3 H i ‖F õ ∆ 2ln (n) (14)

采用上述原理,我们完成了对两个医学CT 影像

(人体头部)的消噪处理。

图 2和图 3分别给出了对这两个含噪影像的

处理结果。

F ig. 2　T he first head im age removed random no ises

using W T

F ig. 3　T he second head im age removed random no ises

using W T

5　结　束　语

　　对于X 光影像系统中的平稳、零均值的白噪

声,由于其在小波变换域也是高斯序列,并且对于

每一个分解尺度, 其系数也是一个平稳序列, 所

以,它对影像各像素点的影响是均匀的,不随像素

点能量的大小变化而改变。依照最小均方误差原

理选定滤波阈值,可以对高斯白噪声进行有效的

抑制和消除,而同时又能保持影像信号的高频特

征。但对于依泊松分布的量子噪声,由于其偏差和

信号能量呈线性关系,其对影像各像素点的影响

是不均匀的,所以基于最小均方误差原理的固定

阈值的小波变换域消噪处理不适用于量子噪声。

有关这方面的内容,也是我们今后需要加以研究

的。
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Threshold selection m ethod for m ed ica l X-ray images f ilter

ba sed on m in im um even - square error

L IU Guang2da, ZHAO L i2rong

(Chang chun Institu te of Op tics, F ine M echan ics and P hy sics,

Ch inese A cad em y of S ciences, Chang chun 130022, Ch ina)

Abstract: D istu rbance no ises in m edical X2ray im aging system s con sist of inheren t and quan tum no is2
es, w h ich obey random Gau ss and Po lsson dist ribu t ion s, respect ively. T h is paper theo ret ica lly p rovid2
ed an op t im um th resho ld select ion m ethod fo r m edical X2ray im ages filter. T h rough p ract ica l p rocess

of CT im ages, m edical X2ray im ages filter based on m in im um even2square erro r has been accomp lished

in th is w o rk.

Key words: m edical X2ray im ages; removal of no ises; f ilter th resho ld; w avelet t ran sfo rm at ion (W T )
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