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摘要:阐述了光学切片显微技术的基本原理,分析了显微镜光学系统点扩展函数循环矩阵的奇异性造成

荧光图像恢复质量大大降低所导致的病态问题, 应用降质模糊矩阵的奇值分解方法, 挑选出较大特征

值,并将空域问题的求解通过傅立叶变换转到频率域, 使计算的复杂度降低, 最终得到较为理想的复原

图像。
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1 � 引 � � 言

� � 由于光电技术、信息技术的发展,以及生物技

术自身的推动作用, 三维荧光显微术已经成为分

子生物学和细胞生物学研究中的有力工具[ 1]。三

维光学切片显微技术[ 2]以图像恢复处理技术为核

心。图像处理的质量和速度是评价恢复算法非常

重要的两个方面。目前,基于统计成像模型的处

理方法[ 3]为人们所关注。这类方法的优势在于处

理结果的图像具有较高的清晰度, 但由于它们大

多采用迭代、递归算法求解,使得计算量惊人,不

能满足显微成像的实时观察。最近领域滤波法虽

然快速,但使用记录数据的信息量太少,恢复图像

的质量不能令人满意。我们从图像处理的实时性

和准确性出发, 将矩阵的奇值分解 ( SVD)方法
[ 4]

应用于荧光显微图像恢复,在一定程度上能够满

足图像处理的实时性和准确性的要求。

2 � 背 � � 景

2. 1 � 三维光学切片成像原理

对于具有厚度为 t 的三维样本 o( x , y , z ) ,

我们将它抽象成在 z 轴方向(光轴方向)共有K 幅

厚度为 �z 的薄片,光学成像系统的三维点扩展函

数为 s( x , y , z )。当显微镜聚焦在第 j 层平面时,

它在第 k 层平面的点扩展函数为 s ( x , y , zd ) ,这

里 zd = zk - j �z , s ( x , y , z d) 即为散焦二维点扩

展函数。那么, 当显微镜焦平面在第 k 层位置,所

成的二维图像表示为:

ik( x , y ) = �
k- 1

j = 0
[ oj ( x , y ) * sk- j ( x , y ) ] + n( x , y )

( 1)

其中, oj ( x , y ) 表示样本的第 j 层切片,符号* 为

卷积运算符, n( x , y ) 为系统噪声模型。从方程

( 1)很容易看出,在三维荧光显微成像中,通过光

学切片方法获取的每一幅二维图像都包含焦平面

内和焦平面外的光成分,焦平面外的光成分对所

成图像造成了干扰模糊, 使得所成图像难以识别,

同时,光轴方向的图像分辨率被削弱。

在假定成像系统为线性的条件下,上述关于

光学切片的基本原理可以表示为三维卷积的形

式:

i ( x , y , z ) = O( x , y , z ) * s( x , y , z ) + n( x , y , z )

( 2)

通过列向量堆叠的方法可以将方程( 2)表示矩阵

形式:

g = Sf + n (3)

这里我们假定 o 和 i 都为M � M � K 维 , g、f、n

分别为 i、o、n 的列堆叠向量, S 为点扩展函数

s(x, y, z)对应的MMK �MMK维的分块循环矩阵。
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2. 2 � 求解中的病态问题

现在, 我们感兴趣的是在已知三维成像数据

g 和三维点扩展函数S 的情况下,确定 f 的估计。

假定 S 可逆, n 是均值为零且具有协方差矩阵 K

的高斯噪声,那么, f 的最小线性平方估计[5]为:

f̂ = ( S
H
K
�1
S)
�1
S

H
K
�1
g (4)

其中, S
H 为S 的共轭转置。进一步,我们假定噪

声为不相关高斯白噪声, 那么, K = �2I , �2 �0, I

为单位矩阵。( 4)式可以简化为:

f̂ = ( S
H
S)
�1
S

H
g (5)

应该注意到 f 与�无关。这一估计的方差为:

E { �f - f
2 �} = Tr [ ( S

H
K
�1
S)
�1
] (6)

其中, Tr[ �]为矩阵求迹算子。由于 E { f- f̂ }= 0,

那么, f 对的估计 f̂ 是无偏的。在白噪声的情况

下,上述表达式简化为:

var( f̂ ) = �2Tr [ S
H
S)
�1
] (7)

对于矩阵 S
H
S,如果它的秩为 m ,那么, S

H
S 就有

m 个正特征值, �0 � � ��m- 1, 相应地, 矩阵

( S
H
S)
�1的特征值为 ��10 � �� ��1m- 1。上式可以表

达为:

var( f̂ ) = �
2 �

m- 1

k= 0
�
�1
k , �k � 0 ( 8)

从上式可以看出,对于 �k< < 1, 会产生很大的方

差。而在实际的光学显微成像系统中, 点扩展函

数含有大量的远小于 1的特征值,无论噪声方差

�2如何小, 方差 var( f̂ )将会趋于无穷大。总之,

点扩展函数小特征值的存在是导致线性平方求解

产生病态的原因。

3 � 奇值分解法

3. 1 � 估计器的建立

设 S
H
S 为 n � n 的方阵, 具有 m 个正特征

值,对这 m 个特征值排序, 即得, �0����m- 1>

�m= ��n- 1 = 0, S 的特征值为 �。显然, �i =

| �i |
2
, 它们对应了 n 个相互正交的单位特征向量

q
(0)

, �q
( m)

, q
( m+ 1)

, �q
( n- 1)

, 如果取其中 k 个

较大特征值为一组, 剩余 m- k 个较小特征值为

另一组,最后将零特征值归为一组,则可以令:

V = ( q
( 0)

, �, q
( k- 1)

, q
( k)

, �,

q
( m- 1)

, q
( m) �, q

( n- 1)
) = ( V1, V2, V3) (9)

由于 S
H
S 为半正定的埃尔米特矩阵, 它可以酉对

角化,即:

V
H
S

H
SV =

�2
1 0 0

0 �2
2 0

0 0 0

(10)

其中, �1= diag ( �0, �, �k- 1) , �2= diag ( �k , �,

�m- 1) , 将它们代入( 10)可得到:

V
H
1

V
H
2

V
H
3

S
H
S( V1V2V3) =

�2
1 0 0

0 �2
2 0

0 0 0

(11)

比较等式的两边,得到:

V
H
1 S

H
SV1 = �

2
1 (12. a)

V
H
2 S

H
SV2 = �

2
2 (12. b)

V
H
3 S

H
SV3 = 0 (12. c)

于是, ��11 V
H
1 S

H
SV1 �

�1
1 = Ik , ��12 V

H
2 S

H
SV2 �

�1
2 =

Im- k ;令 U1 = SV1�
- 1

, 则上式变为 U
H
1 U1 = Ik ,

同理,可得 U
H
2 U2= Im- k , U1 和 U2 的列向量都为

正交向量, 通过补充列向量使得 U= ( U1 U2U3)

为酉矩阵,于是

U
H
SV =

U
H
1

U
H
2

U
H
3

S( V1 V2 V3) (13)

将它展开,然后利用酉矩阵 U的性质,可以得到

U
H
SV =

�1 0 0

0 �2 0

0 0 0

(14)

现在的问题归结为在选定特征值所对应的特征空

间上寻找一个向量 f̂ , 使得 �g- Sf �2 达到最小。

我们设 z = V
H
f̂ , c = U

H
g , 其中, z = ( z1, z2,

z3)
T
, c = ( c1, c2, c3 )

T
, z1、c1 � E

k
, z2、c2 �

E
m- k

; 那么,

�g - Sf �2
2 = �U

H
( g - Sf ) �2

2 =

� U
H
g - U

H
SVV

H
f �2

2 =

c-

�1 0 0

0 �2 0

0 0 0

z

2

2

=

c1- �1 z1

c2- �2 z2

� � c3

2

2

=

c1- �1z1
2
2+ c2 - �2 z2

2
2+

c3
2
2 � c3

2
2 (15)

取 z1= �
- 1
1 c1, z2= �

- 1
2 c2 时, 方差将达到下界。

同时,对于 f = Vz= V

�- 1
1 c1

�- 1
2 c2

z3

, �z2 � E
m- k

,
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�z3 � E
n- m

,使得 f 达到极小值。

显然,有:

f̂ = V

��11 c1

� 0

� 0

Vdiag( ��11 , 0, 0) UT
g ( 16)

它是 f 在空间E
k 上的最佳估计。

3. 2 � 估计器的统计特性

这一估计的偏差,方差,均方误差分别为:

biask( f̂ k) = V�
�1
2 U

H
g ( 17)

vark( f̂ k) = �2 �
k- 1

j= 0

��1j ( 18)

MSEk = �2�
k- 1

j= 0

��1j + biask( f̂ k) � biask( f̂ k)

( 19)

显然, ( 16)式与( 17)式存在一个折衷的问题。当

选取的特征值数目增加时估计偏差减小,而噪声

方差增大。反之亦然。而( 18)为我们选择合理的

特征值数目提供了理论依据。

3. 3 � 算法实现

由于 S 被离散傅立叶变换的矢量对角化,那

么,它的特征值可以通过对 s ( x , y , z )做傅立叶

变换计算出来。相应的,也就得到了 S
H
S 的特征

值�i= | �i |
2。这样,就可以产生一个特征值的排

队序列。如果给定方差, 我们就可以根据( 17)确

定选取的 k 个特征值及其所对应的特征向量。

这样, 通过两次傅立叶变换我们就得到了复原图

像。计算的复杂度是三维快速傅立叶变换的计算

复杂度。

4 � 三维切片图像恢复实例

� �

Fig. 1 � 2- D images ( X�Y direction) of point�spread function of the wield�field microscope

Fig. 2 � Image restoration examples based on the SVD method. ( A) : original image data of the wield- field microscope; ( B) and

( C) : corresponding reconstruction images by the SVD method. In group B, the evident amplified noise from too many se�

lected eigenvalues. In group C, images achieved at the proper selected eigenvalue number.
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� � 我们对单个植物网状中柱的铁饼形细胞

( Dictyostelium discoidium)的三维宽场荧光成像数

据进行了处理。记录数据来源于 ( http: / / www.

ibc.wustl. edu/ bcl/ xcosm/ xcosm. html) , 并且具有与

显微镜点扩展函数相同的维数( 64 � 64 � 128) ,如

图1。试验环境为 AMD- K7- 750MHzCPU, 内存

为256M。

� � 从图 2中我们可以看出, 记录图像受焦外荧

光的影响而变得模糊; 奇值分解的调整算法可以

去除焦外光的影响, 提高图像的对比度和细节信

息。另外, 图中 C组图像具有更好的平滑性,而 B

组图像的噪声过大。这表明了特征值数目的合理

选取可以在荧光图像恢复中起到抑制噪声的作

用。

5 � 结 � � 论

� � 我们分析了线性最小平方求解产生病态的原

因,通过对点扩展函数分块循环矩阵的奇值分解,

调整较小特征值引起的线性最小平方解的不稳

定,对最小线性平方算法作了改进,建立了一种稳

定的、非迭代的快速反卷积荧光图像恢复算法,在

一定程度上能够满足荧光成像准确性和实时性的

要求, 为细胞生物学中研究细胞分泌等生理活动

提供了一种可选择的方案。本章的最后给出了一

个生物标本图像恢复的实际例子, 保证了改进算

法的正确性。
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Image restoration algorithms based on singular

value decomposition of 3�D optical sectioning microscopy
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Abstract:The paper discusses the basic theory of optical sectioning microscopy, and also analyzes the ill�posed
problem caused by the degradation in fluorescence images resulting from the singularity of point�spread function cir�
cular matrix of the microscope system. By applying the singular value decomposit ion, the bigger eigenvalues are se�
lected and the ill�posed problem is solved. With the fast Fourier transform, this problem is transformed from space�
to frequency�domain, which simplifies the computation process. Finally, a good result is achieved.

Key words: image restoration; optical sectioning microscopy; singular value decomposition; Fourier transform
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