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同步辐射仪器中柔性铰链压弯机的研究

曲艳峰 ,吕丽军
(上海大学 精密机械工程系 ,上海 200072)

摘要 :阐述了一种应用柔性铰链产生精密光学反射镜的弹性压弯机构的工作原理。应用经典力学方法
对这种压弯机构进行了详细的力学分析 ,并将这种弹性压弯机构简化成平面钢架结构 ,用力法正则方程
和梁的弯曲方程推导得出镜子的曲率与压弯机构参数及压弯驱动力之间的关系 ,即压弯机构驱动方程
或镜子曲率方程。对影响镜子面形精度的弹性压弯机构参数进行分析 ,重点讨论了弹性压弯机构转动
中心轴和镜子中性面不重合时对镜子面形精度的影响。分析了柔性铰链在这种弹性压弯机构中的作用
及其对镜子面形精度的影响。并应用有限元数值计算方法对经典力学分析得出的压弯机构驱动方程进
行验证 ,证实了经典力学分析的正确性。此压弯机构驱动方程可以作为这种弹性压弯机构设计的理论
基础。
关　键　词 :同步辐射 ; 反射镜 ; 柔性铰链
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1　引　言

　　近 20多年来 ,由于同步辐射光源及其应用技

术的飞速发展 ,极大地提高了 X射线光学元件加

工和检测技术。但加工表面粗糙度小于 0. 1nm ,

面形精度小于 0. 5arcsec 的非球面镜 ,仍然十分困

难。国际上 ,有人利用材料具有一定的弹性 ,用机

械力压弯高精度的平面镜制造精密非球面

镜[1 - 2 ]。但是早期的压弯机构是通过镜子上下

表面的两对轴承直接给镜子施力 ,并支撑和压紧

镜子。所以这种装置有不规则的约束力及局部应

力作用在镜子上 ,严重影响了镜子的面形精度。

近几年 ,研究发现了可以克服上述缺点的弹性压

弯机构[3 ]。其中 ,美国先进光源中心 (AL S)和法

国的欧洲同步辐射中心 ( ESRF)分别发展了弹性

压弯机构 ,研制出了面形精度达到亚弧秒级的非

球面镜[4 ]。

本文从力学角度出发对参考文献 [ 3 ]中提出

的柔性铰链弹性压弯机构进行详细分析 ,导出压

弯机驱动方程 ,对驱动方程中影响镜子曲率的参

数进行研究 ,用此驱动公式和有限元方法分析了

一个具体压弯机构 ,比较了两者的计算结果 ,验证

了经典力学分析的正确性。分析了柔性铰链在机

构中的作用及其对镜子曲率的影响。

2　柔性铰链压弯机

2 . 1　工作原理

图 1　柔性铰链压弯机

( L 表示镜子的长度 , h表示压弯高度 , F1 和 F2 表示

个驱动力 ,三角形Δ表示底部铰链支座 ,且 h = h1 + h2)

Fig. 1　The flexural hinge- based bender.

L represents the length of the mirror , h , the bending

height , F1 and F2 , two driving forces , trianglesΔ , fix2

ations , here h = h1 + h2 .
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　　图 1是 ESRF发展的柔性铰链压弯机的示意

图。它是用精密线切割机从整块不锈钢板切割成

型。压弯机构对中心线完全对称 ,两边各有四个

相同的柔形铰链。镜子放置在它的上端 ,用压片

压紧 ,通过驱动机构两边侧板的下端给镜子施加

弯矩。这种柔形铰链结构在两边驱动力作用下形

成的转动中心在两直杆连线的交点处 ,如图 2 所

示。这种柔性铰链具有体积小、无机械摩擦、无空

回、运动灵敏度高、结构简单、真空性能优异等许

多优点。通过合理地设计优化压弯机构参数及选

择精密、可控制的驱动装置 ,就可以研制出高精度

的非球面镜。

图 2　柔性铰链确定压弯机旋转中心示意图

Fig. 2　Sketch of the definition of rotational axis of the

bender by the flexural hinges.

2 . 2　非球面的数学描述

在同步辐射仪器设计中 ,常采用椭圆镜对光

源进行高倍的聚焦。因此 ,在这里主要讨论椭圆

几何。椭圆反射镜 M 的椭圆曲线如图 3所示 , r ,

r′分别是物距和像距 ,θ是入射角的余角。可用

多项式将椭圆曲线[5 ]表达成

y = a2 x 2 + a3 x 3 + a4 x 4 + ⋯, (1)

则其曲率方程为

1
R ( x) =

d2 y
d x 2 = 2 a2 + 6 a3 x + 12 a4 x 2 + ⋯⋯,

(2)

其中参数为

a2 =
( r + r′) sinθ

4 rr′ =
1

2 R0
( R0为镜子中心曲率)

a3 = - a2
cosθ

2
( 1

r
-

1
r′

) =
( r2 - r′2) sin2θ

16 ( rr′) 2

a4 = a2
5cos2θ

16
(

1
r

-
1
r′

) 2 +
1

4 rr′ , (3)

多数情况下取公式 (1)中前两项来描述镜子的面

形 ,精度能够满足大多数光学装置需要。

图 3　椭圆几何图 (坐标原点在镜子中心)

Fig. 3　Ellipse layout and notation. ( The origin of the

coordinate system is at the center of the mir2
ror. )

2 . 3　力学分析

参考文献 [ 3 ]中 ,作者应用有限元分析软件

ANSYS给出镜子压弯后的面形 ,然后用曲线拟合

法 ,定出修正系数。首先 ,作者分析了由理想弯矩

方程所得的曲率大于实际曲率 ,推断压弯机构的

弯矩损失是由旋转轴与镜子中性面不重合和柔性

铰链引起的。考虑到这两种弯矩损失 ,在方程中

加进两个修正系数。但该修正弯矩方程仅适用于

特定的材料和设计参数 ,不具普遍性。而本文用

力学分析导出的驱动方程是参数化形式 ,适用于

机构的设计和优化。

为了便于力学分析 ,须对其进行简化。假定 :

(1)压弯机构当作平面梁系结构 ;

(2)柔性铰链处理为理想铰链 (不消耗力矩) ;

(3)机构各处均按等截面梁处理。

图 4　柔性铰链压弯机的力学简图

( N 1 , N 2 , N 3 是约束反力 , N x 是多余约束反力 )

Fig. 4　Mechanical diagram of the flexural hinge- based

bender ( N 1 , N 2 , N 3 represent the restrict con2

trary forces , N x the superfluous restrict con2

trary force) .

如图 4所示。此结构有四个可动铰链支座 ,

必有四个约束反力 ,所以此结构为一次超静定结

构。若解除 B 处约束得静定基 ,将外载荷 F1 , F2

和 F1 h1 , F2 h2与多余约束反力 N x加在静定基上
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得到原超静定结构的相当系统。把整个机构分成

AC ,DC ,DE , EM , MN ,NF , F G , GH , HB 9 段 ,将

它们依次标为第 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8 ,9段。其中压

弯机的弹性模量为 Eb 、镜子的弹性模量为 Em。

各杆横截面对中心轴的惯性距为 : AC ,BH 段是

Ib
1

, DC , GH段是 Ib
2

, DE , F G段是 Ib
3

, EM ,NF

段是 Ib
4

, MN段是 Im , N 1 , N 2 , N 3是支反力 , N x

是多余约束反力。因为原超静定结构在 B 端无

N x 方向的位移 ,所以其相当系统在载荷 F1 , F2

和力矩 F1 h1 , F2 h2与多余约束反力 N x的共同作

用下 ,B端在 N x 方向的位移应为 0。即其力法正

则方程[6 ]为

Δ1 =δ11 N x +Δ1 F = 0 , (4)

式中δ11为单位力作用下在B端 N x方向的位移 ,

Δ1 F为外载荷 F1 , F2和 F1 h1 , F2 h1作用下在B端

N x 方向的位移。

从图 4 可得出转动中心 O 与镜子中性面的

距离Δh为

Δh =
ccos(α - β)

sinα - h2 , (5)

设ΔF = F2 - F1 ,在单位力 N x = 1 ,外载荷 F1 ,

F2和 F1 h1 , F2 h1作用下的各段弯矩如表 1。

表 1　各段在 Nx = 1作用下所得 �M i ( x)值 ,在 F1 , F2 , F1 h1 , F2 h作用下所得 Mi ( x)值

Table 1　 �M i ( x) , M i ( x) are the bending moments of each section

under N x = 1 and F1 , F2 , F1 h1 , F2 h1 , respectively.

Number i �M i ( x) M i ( x)

1 ( c - x) cos (α - β)
ΔF( c - x) cos (α-β)

sinα

2 ccos (α-β)
ΔF( h +Δh) ( a - x)

L
+ΔF( h2 +Δh)

3 - ( x +Δh) sinα - F2 x + F1 h -
ΔF( h +Δh) a

L
- ΔFΔh

4 - Δhsinα F1 h - ΔFΔh +
ΔF( h +Δh) ( x - a)

L

5 - Δhsinα F1 h - ΔFΔh +
ΔF( h +Δh) x

L

6 - Δhsinα F2 h +
ΔF( h +Δh)

L
x

7 - ( x +Δh) sinα - F2 x + F2 h +
ΔF( h +Δh) a

L

8 ccos (α-β) - ΔF( h +Δh)
L

x

9 ( c - x) cos(α-β) 0

　　由莫尔定理得

δ11 = ∑
9

i = 1∫
�M i ( x ) �M i ( x )

Ei I i
d x 　　　　　　　　

= sin2α[
2 c ( h2 +Δh) 2

3 EbIb1

+
2 a ( h2 +Δh) 2

EbIb2

+

　
2 h2 (

2
3

h2 +Δhh2 +Δh2)

EbIb3

+
Δh2 L
Em Im

+
2 aΔh2

EbIb4

] ,

(6)

Δ1 F = ∑
9

i = 1∫
M i ( x ) �M i ( x )

Ei I i
d x 　　　　　　　　

= sinα[
ΔFc ( h2 +Δh) 2

3 EbIb
1

+
ΔFa ( h2 +Δh) 2

EbIb
2

+

　
Δha
EbIb

4

(ΔFΔh - ( F1 + F2) h) +

　
h2

EbIb
3

( (ΔFΔh - ( F1 + F2) h) (Δh +
h2

2
) +

　F2 h2 (
2
3

h2 +Δh) ) +
ΔhL

2 Em Im
×

(ΔFΔh - ( F1 + F2) h) ] , (7)
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根据公式 (4)求出 N x 值 ,

N x =
- Δ1 F

δ11
, (8)

N x已知 ,压弯机构变成静定结构。再根据平面力

系提供的三个平衡方程

∑FX = 0　∑FY = 0　∑M A = 0

就可解得

N 1 = ΔF(cotα -
h +Δh

L
) + N xcosα

N 2 =
ΔF( h +Δh)

L
+ N xcosα

N 3 =
ΔF
sinα + N x , (9)

镜子的弯矩方程为

M = F1 h + N 3sinα( h2 - csinβ) +

　N 3cosα( x - ccosβ) - N 1 x

=
ΔF( h +Δh) x

L
+ F1 h - ΔFΔh

　 - N x sinαΔh , (10)

那么镜子在外力作用下的变形方程 ,即压弯机驱

动方程为

d2 y
d x 2 =
ΔF( h +Δh)

Em ImL
x +

1
Em Im

[ F1 h - ΔFΔh - N x sinαΔh ] , (11)

方程 (11)中一次项与Δh有关 ,但参考文献 [ 3 ]中

一次项与Δh无关。

根据公式 (11)可进一步得出

1
R ( x)

=
ΔF( h +Δh)

Em ImL
x +

1
Em Im

[ F1 h - ΔFΔh - N x sinαΔh ] , (12)

当Δh = 0时 ,转动中心在镜子中性面。压弯机的

驱动方程为

d2 y
d x 2 =
ΔFh

Em ImL
x +

F1 h

Em Im
,

(此坐标原点在图 M点) (13)

把坐标系原点转换到镜子中心 ,即公式 (13)中 x

变为 x +
L
2

, 得出驱动方程为

d2 y
d x 2 =

( F2 - F1) h

Em ImL
x +

( F1 + F2) h

2 Em Im
, (14)

公式 (14)与参考文献 [ 3 ]中一致。图 1 就是转动

中心与镜子中性面重合的压弯机。

3　数值分析

3 . 1　解析分析和有限元计算

为分析Δh 对镜面曲率半径的影响 ,我们具

体分析一个实例。设ΔF = 0 ,即 F2 = F1 = F此

时镜面应为理想柱面 ,这时公式 (10) , (12)变成

M = Fh - N x sinαΔh , 　　 (15)

1
R ( x )

=
1

Em Im
[ Fh - N x sinαΔh ] , (16)

其中 N x 为

N x =
Fh

sinα

h2

EbIb
3

(2Δh + h2 -
h2

h
(

2
3

h2 +Δh) ) +
ΔhL
Em Im

+
Δha
EbIb

4

2 c ( h2 +Δh) 2

3 EbIb
1

+
2 a ( h2 +Δh) 2

EbIb
2

+
2 h2 ( 2

3
h2 +Δhh2 +Δh2)

EbIb
3

+
Δh2 L
Em Im

+
2 aΔh2

EbIb
4

, (17)

以厚度 t = 8 mm ,宽度 b = 40 mm ,长度 L = 170

mm ,弹性模量 Em = 110Mpa的镜子 ,a = 10 mm ,c

= 20 mm , h1 = 73 mm , h +Δh = 100mm , Eb =

200Mpa的压弯机构 ,驱动力 F1 = F2 = 20N 为

例。惯性矩 Im =
1

12
bt2 , Ib

1
=

1
12

bt2
1 , Ib

2
=

Ib
1

+ Ib
3

2
, Ib

3
=

1
12

bt2
3 , Ib

4
=

1
12

bt2
4 , t1 , t3 , t4分别

是各段对应的平均厚度 , t1 ≈ 13mm , t3 =

20mm , t4 ≈ 13mm。取不同的 Δh 值 ,按公式

(16) , (17)计算可得相应的 R 值 ,如表 2所示。

表 2　分别由公式和 FEM推导所得曲率半径 R(单位 :m)

Table 2　The curvature radius R derived from equation and the FEM (unit :m)

Δh - 4mm - 2mm 0mm 2mm 4mm 6mm 8mm

Equation 133. 917m 104. 917m 93. 8667m 104. 5221m 130. 7400m 174. 8870m 205. 1208m

FEM 136. 528m 107. 252m 94. 4020m 105. 1374m 132. 8352m 180. 3586m 214. 4894m

Error 1. 18 % 1. 27 % 0. 57 % 0. 59 % 1. 58 % 3. 03 % 4. 37 %
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　　另外 ,使用 ANSYS软件 ,对此机构进行有限

元数值模拟。压弯机构各处厚度相等 ,厚度方向

均匀受力 ,故平面八节点的 plane 82 单元类型划

分网格。最后根据镜子上表面各点的变形量 ,画

出镜面曲线 ,应用多项式拟合方法 ,求出镜面的曲

率半径 R 值 ,如表 2所示。

表 2表示了分别应用方程 (16) , (17)和有限

元数值计算所得到的 R 值。可看出它们十分接

近。当Δh越接近零 ,误差越小 ,压弯半径越小 ,所

以压弯性能越好。因此 ,在设计中一般应尽量使

转动中心在镜子中性面上。

3 . 2　柔性铰链弯矩损失

在机构中柔性铰链起到柔性铰支撑的作用。

柔性铰链虽然具有一定的弹性 ,并非完全理想铰

链。其转动需消耗一定的弯转能量 ,即弯矩 M f 。

下面估计一下柔性铰链引起的弯矩损失。在

R f》t f 的理想条件下 ,其 Y 轴方向的转角刚度[7 ]

为

k =
M f

θ =
2 Ef bt5/ 2

f

9π R f

, (18)

由此可得偏转角θ与损失弯矩 M f 的关系式是

M f = kθ, (19)

式中 : R f —柔性铰链圆弧半径 ;

t f —柔性铰链中心厚度 ;

b—柔性铰链宽度 ;

Ef —柔性铰链弹性模量。

根据力学分析 ,可求出压弯机构各段的挠曲

微分方程 ,然后确定柔性铰链转动的位移。根据

θ与柔性铰链转过位移的关系 ,求出θ,且已知 t f

= 0. 14mm、R f = 3mm , Ef = Eb = 200Mpa ,进一

步得出柔性铰链损失弯矩 M f 值。3. 1中模型的

柔性铰链损失弯矩 M f 及公式 (15) 计算所得弯矩

M 如下表 3。

表 3　损失弯矩 M f 和公式 (15) 所得弯矩 M 值 (单位 : N ·m)

Table 3　M f and M (unit : N ·m )

Δh - 4mm - 2mm 0mm 2mm 4mm 6mm 8mm

M f 3. 33×10 - 3 2. 55×10 - 3 2. 16×10 - 3 2. 46×10 - 3 3. 07×10 - 3 3. 73×10 - 3 3. 92×10 - 3

M 1. 427 1. 767 2. 000 1. 784 1. 441 1. 082 0. 925

Error 0. 233 % 0. 144 % 0. 128 % 0. 138 % 0. 217 % 0. 345 % 0. 424 %

　　M f 值已知 ,得出了柔性铰链损失弯矩对镜

子曲率半径的影响。从上表可看出 ,其引起的柔

性铰链损失弯矩很小 ,故对镜子曲率半径的影响

是很小的。所以在实际应用中 ,只要柔性铰链中

心厚度足够薄就可以忽略这个损失。

公式 (15)和 FEM 的偏差除柔性铰链因素

外 ,力学分析时把系统简化成平面梁系结构 ,也是

产生偏差的一个原因。很显然 ,在大多数应用情

况下 ,只要Δh较小 ,公式 (12)完全可以应用于设

计和优化了。

4　结　　论

　　本文对柔性铰链压弯机进行了详细地力学分

析 ,导出了压弯机构的驱动方程。该驱动方程表

达了压弯机构参数对镜子曲率的影响 ,可为此类

压弯机构的设计优化提供理论依据。
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Research on the flexural hinge-based bender in a synchrotron radiation instrument

QU Yan-feng , L U Li-jun

( Depart ment of Precision Mechanical Engi neeri ng , S hanghai U niversity , S hanghai 200072 , Chi na)

Abstract : A flexural hinge- based mechanical bender is a very promising dynamical one for synchrotron op2
tics , which is driven by two PZT actuators. It is cheap and energy- tunable , and the precision of the

mitrofigure produced by this elastic bender is high. This paper analyses and discusses its working principles

classically and systematically , and derives the driving equation , i. e. , the relationship between the mirror

shape and driving forces. The finite element method is employed to verify the correctness of the equation

based on the classical mechanical analysis. The article focuses on the effect on the mirror curvature radius

produced by the derivation between the rotational axes and the neutral plane of the mirror , and the role of

the flexure hinge in this elastic bender. It concludes that the bender driving equation can offer academic ba2
sis for designing the elastic bender.

Key words : synchrotron radiation ; reflective mirrors ; flexural hinges
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